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Resumen

El objetivo principal de esta obra es introducir al lector en el estudio de los
Métodos Numéricos utilizando la plataforma computacional MATLAB, e im-
pulsar en el estudiante el desarrollo de habilidades para el Análisis Matemático.
Este libro es un trabajo conjunto de docentes de la Universidad Técnica de Ma-
chala (Ecuador) y de la Universidad de Almeŕıa (España) empeñados en difundir
los Métodos Numéricos.

Los Métodos Numéricos son de gran importancia porque constituyen hoy en
d́ıa en una herramienta fundamental para la solución de muchos problemas de las
ciencias cuya solución exacta no es alcanzable y, es por tanto, necesario obtener
una solución aproximada. Por otro lado, el desarrollo computacional actual, a
través de software como MATLAB, permite resolver rápidamente mediante la
implementación de algoritmos numéricos eficientes problemas que antes teńıan
una solución numérica poco factible, debido al tiempo que se requeŕıa para ello.

Este libro se compone de 6 caṕıtulos. En el primero de ellos, se realizará un
repaso de las bases matemáticas necesarias para la comprensión de los temas a
tratar en los caṕıtulos subsiguientes; se abordarán conceptos referentes a: funcio-
nes, derivación, integración, ecuaciones diferenciales, matrices y vectores.

MATLAB se fundamenta en cuatro paradigmas básicos de la programación:
la programación secuencial, la programación estructurada, la programación mo-
dular y la programación orientada a objetos. Por ello se ha considerado necesario
en el segundo caṕıtulo hacer una presentación de la sintaxis de comandos secuen-
ciales que sean de relevancia significativa para la construcción de algoritmos de
métodos numéricos y la visualización de resultados. Para ello, se empieza con la
caracterización de las variables en el entorno de MATLAB; luego, se presentan los
comandos que implementan diferentes funciones matemáticas. De esta forma, se
aprovecha los recursos disponibles en este paquete computacional para fortalecer
las soluciones numéricas de nuestros algoritmos.

El caṕıtulo 3 nos introduce en el estudio de la derivación numérica de funcio-
nes, la cual tiene muchas aplicaciones, especialmente en la resolución numérica
de ecuaciones diferenciales. Además, nos permite determinar la derivada de un
orden determinado de una función en un punto dado, utilizando solamente los
valores que toma la función en una serie de puntos. Se realizará un estudio con
detalle pero con enfoque práctico de estas fórmulas y del error teórico cometido,
prestando atención a un método relevante de aceleración de la convergencia cono-
cido como método de extrapolación de Richardson; haciendo la implementación
de estos métodos en MATLAB a través de ejemplos prácticos.

Posteriormente los caṕıtulos 4 y 5 están dedicados a la integración numérica
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que tienen como objetivo aproximar numéricamente integrales definidas, las cuales
tienen muchas aplicaciones tanto en matemáticas como en procesos cient́ıficos-
técnicos. Este cálculo suele ser complicado y en la mayoŕıa de los casos es inviable
si se pretende expresar el valor de la integral definida como la evaluación de
combinación de funciones elementales.

El caṕıtulo 4 tiene por objetivo obtener expresiones, usualmente denomina-
das fórmulas de cuadratura, que permitan aproximar de la forma más exacta
posible una integral definida. Obtendremos fórmulas basadas en polinomios in-
terpoladores, denominadas fórmulas de Newton-Cotes. Como es habitual en el
análisis numérico proporcionaremos expresiones para el error cometido al usar
estas fórmulas. Adicionalmente aplicaremos el proceso de aceleración o método
de Romberg y algunas breves notas sobre cuadraturas adaptativas.

En el caṕıtulo 5, dedicado a la integración numérica, se presentarán las fórmu-
las de cuadratura gaussianas. La ventaja de estas fórmulas es que los nodos in-
volucrados no son fijos, sino que van a ser los ceros de determinados polinomios
ortogonales; de esta forma natural, imbricamos la integración numérica con la
Teoŕıa de Aproximación a través del uso de los polinomios ortogonales. Haremos
un estudio detallado y práctico de las fórmulas gaussianas, analizando su exac-
titud máxima, el error y el cálculo eficiente de sus nodos y pesos mediante los
valores y vectores propios de la matriz de Jacobi.

Nuestro último caṕıtulo está dedicado a las ecuaciones diferenciales, que es
la herramienta matemática más útil a la hora de describir problemas en todos
los ámbitos de las ciencias y también en otras ramas del conocimiento. Es bien
conocido su uso en la modelización matemática en bioloǵıa, ingenieŕıa, medicina,
informática y cualquier área cient́ıfico-técnica, pero también en otras áreas como
en el estudio de comportamientos sociales o en economı́a.

En este libro introductorio a los métodos numéricos pretendemos acercar al
lector a la resolución numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). Las
ecuaciones, o de forma más natural, los sistemas de EDO que aparecen en la mo-
delación matemática, raramente son resolubles utilizando solamente el análisis
matemático y es imprescindible el uso del análisis numérico. Se asumirá que el
lector posee un cierto conocimiento de EDO, y se presentarán de forma práctica
métodos útiles de resolución numérica de problemas de valores iniciales y pro-
blemas de contorno. Se prestará atención a los denominados problemas stiff. La
aplicación de los métodos presentados en este caṕıtulo hará uso necesariamente
del ordenador y del programa MATLAB.
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F. Apéndice F 263
F.1. Ejemplos (ejercicios resueltos) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263
F.2. Implementación en Matlab de los métodos de Runge–Kutta y de
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1.2. Fórmulas de derivación. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.3. Derivadas Sucesivas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.4. Clasificación de las ecuaciones diferenciales. . . . . . . . . . . . . 16
1.5. Ecuaciones diferenciales de primer orden. . . . . . . . . . . . . . . 17

2.1. Scripts vs Funciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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Diagrama de flujo (derecha) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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2.39. Interrupción con BREAK: Śıntaxis en MATLAB (izquierda) y Dia-

grama de flujo (derecha) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.40. Interrupción con CONTINUE: Śıntaxis en MATLAB (izquierda)
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B.19.Gráfica de una Hélice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190
B.20.Rejilla en el plano xy para el dominio 0 ≤ x ≤ 5 y 0 ≤ y ≤ 5 . . . 190
B.21.Uso de los comandos meshgrid y mesh . . . . . . . . . . . . . . . 191
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B.25.Ejecución del Programa de la Figura B.24 . . . . . . . . . . . . . 193
B.26.Forma de la ventana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193
B.27.Cálculo de las dimensiones de la ventana de la Figura B.26 . . . . 194
B.28.Ejecución del Programa B.27 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
B.29.Descomposición de un número de 3 cifras . . . . . . . . . . . . . . 195
B.30.Ejecución del Programa de la Figura B.29 . . . . . . . . . . . . . 195
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Caṕıtulo 6

ECUACIONES
DIFERENCIALES
ORDINARIAS

Autores: Juan J. Moreno–Balcázar1,2

1Departamento de Matemáticas, Universidad de Almeŕıa, España.

2Instituto Carlos I de F́ısica Teórica y Computacional, España.

2balcazar@ual.es

Este caṕıtulo está dedicado a la resolución numérica de problemas de valores
iniciales (PVI). La literatura en métodos numéricos y, en particular en la resolu-
ción numérica de PVI, es enorme y existen referencias muy autorizadas tales como
[2], [3], [7], [9] o [11] entre otros que por cuestiones de espacio no son incluidos en
la bibliograf́ıa. En el caṕıtulo plantearemos de forma resumida y sin demostracio-
nes los contenidos teóricos que son imprescindibles para abordar con rigurosidad,
y sobre todo con eficacia, los problemas prácticos. En el apéndice daremos detalles
muy concretos en la resolución de problemas y nos dedicaremos a la parte prácti-
ca. En la redacción de este caṕıtulo me he basado en mi experiencia y al material
elaborado dando clase a estudiantes de ingenieŕıa y de matemáticas a lo largo
de más de 20 años en la Universidad de Almeŕıa. Por razones de espacio se han
suprimido dos temas de importancia como son los métodos predictor–corrector y
la resolución de problemas de contorno. Al lector se le supone una formación en
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO).

6.1. Definiciones básicas

Comencemos con algo básico: cuando se habla de “movimiento o variación”
de una variable en términos matemáticos estamos tratando con el concepto de
derivada; si estas derivadas aparecen en el contexto de una ecuación estamos
manejando ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). Existen gran variedad de
textos sobre EDO, para este breve caṕıtulo, citaremos [1], [6] y [12].
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Definición 6.1. Se llama ecuación diferencial ordinaria (escalar) de orden n a

g(t, y(t), y′(t), . . . , y(n)(t)) = 0 , (6.1)

donde t es la variable independiente.

Definición 6.2. La función s(t) es solución de la EDO (6.1) en intervalo I =
[a, b] si las funciones s(t), s′(t), . . . , s(n)(t) existen en I y satisfacen (6.1), esto es,

g(t, s(t), s′(t), . . . , s(n)(t)) = 0 .

Por ejemplo, simplemente derivando podemos comprobar que la función et es
solución en todo el eje real de la EDO y′′(t)−2y′(t)+y(t) = 0 , pero también lo es,
tet o (1

5
− 1

3
t)et . De hecho, esta EDO de orden 2 tiene infinitas soluciones, algo que

razonando heuŕısticamente es lógico ya que si para recuperar y(t) a partir de y′′(t)
debeŕıamos integrar dos veces, entonces aparecerán dos constantes arbitrarias de
integración.

Definición 6.3. Cuando la EDO (6.1) se pueda expresar de la forma

y(n)(t) = f(t, y(t), y′(t), . . . , y(n−1)(t)) , (6.2)

se dice que admite una forma expĺıcita.

Observe que de (6.2) siempre se puede pasar a la forma general (6.1) pero no
viceversa. Aśı, en el ejemplo anterior, podemos poner y′′(t) = 2y′(t)− y(t) , pero

no siempre podemos obtener la forma (6.1), por ejemplo, en y′(t) ln
(
y′(t)

4

)
= 4t .

6.1.1. Problemas de valores iniciales

Dada una EDO de orden n con t ∈ I = [a, b] en el caso de tener solución
general, para determinar uńıvocamente las constantes de integración se necesitan
n condiciones iniciales: y(a) = α0 , y

′(a) = α1 , . . . , y
(n−1)(a) = αn−1.

Definición 6.4. Se llama problema de valor inicial (PVI) a{
y(n)(t) = f(t, y(t), y′(t), . . . , y(n−1)(t)), t ∈ [a, b],
y(a) = α0 , y

′(a) = α1 , . . . , y
(n−1)(a) = αn−1.

Por ejemplo, puede verificar que y(t) = tet es solución del PVI{
y′′(t) = 2y′(t)− y(t),
y(0) = 0, y′(0) = 1 .

Además es la única solución, algo que se establecerá más adelante en el Teorema
6.1 de Cauchy–Lipschitz.

Nota 6.1. Aunque el intervalo I = [a, b] puede ser cualquiera, lo habitual es que
a = 0, pues permite trabajar con mayor comodidad sobre todo desde el punto de
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vista numérico. Esto es debido a que podemos pasar de [a, b] a [0, c] con un simple
cambio de variable, esto es, si

z ∈ [a, b] ⇒ t =
c(z − a)

b− a
∈ [0, c] .

Por tanto, trabajaremos siempre en intervalos de la forma [0, c]. De hecho, lo
habitual es tomar c = 1.

6.1.2. Existencia y unicidad de solución de PVI

Desde el punto de vista de los métodos numéricos necesitamos que el PVI bajo
estudio tenga solución única. El siguiente resultado lo garantiza dando condiciones
suficientes

Teorema 6.1. de Cauchy–Lipschitz (ampliado) Sea el PVI{
y′(t) = f(t, yT (t)), t ∈ I = [0, c],
y(0) = y0,

(6.3)

donde y(t) = (y1(t), . . . , yn(t))T y f : I ×D 7→ Rn con D ⊆ Rn. Si f es continua
en I×D y Lipschitz para y en I×D con constante de Lipschitz L, es decir, para
todo u, v ∈ I ×D existe L > 0 tal que

||f(t, u)− f(t, v)|| ≤ L||u− v||,

entonces se tiene:

a) El PVI (6.3) tiene solución única en I ×D.

b) Sea ỹ solución del PVI perturbado{
ỹ′(t) = f(t, ỹT (t)),
ỹ(0) = ỹ0,

entonces
||y − ỹ|| ≤ eLt||y0 − ỹ0||.

c) Sea ŷ solución del PVI perturbado{
ŷ′(t) = f(t, ŷT (t)) + r(t, ŷT (t)),
ŷ(0) = ŷ0,

Si ||r|| ≤M , entonces

||y − ŷ|| ≤ eLt||y0 − ŷ0||+
M

L
(eLt − 1).

A la función r se le llama ruido.

Nota 6.2. Este teorema da condiciones suficientes para la existencia y unicidad
de solución de PVI, pero no son condiciones necesarias.
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Nota 6.3. Para calcular la constante de Lipschitz L debemos obtener la matriz
jacobiana

Jyf(t, y) =


∂f1
∂y1

∂f1
∂y2

. . . ∂f1
∂yn

...
...

. . .
...

∂fn
∂y1

∂fn
∂y2

. . . ∂fn
∂yn


Entonces L se puede tomar como una constante tal que

L ≥ ||Jyf ||,

donde || · || denota la norma matricial inducida que habitualmente suele ser la
norma infinito.

Definición 6.5. Un PVI que tenga solución única se dice que es un PVI bien
planteado.

En este caṕıtulo sólo vamos a tratar con PVI bien planteados.

6.1.3. Estabilidad de un PVI

Un concepto fundamental a la hora de analizar un PVI es su estabilidad. El
desarrollo de este concepto es muy interesante involucrando conceptos tales como
la forma de Jordan de una matriz o la exponencial de una matriz. Puesto que
este caṕıtulo es básico, nos limitaremos a motivar y presentar este concepto (para
más detalles ver, por ejemplo, [9]).

Comencemos con las denominadas ecuaciones test que tendrá una relevancia
especial a lo largo de todo el caṕıtulo.

Definición 6.6. A la EDO escalar y′(t) = λy(t) con λ ∈ C se le llama ecuación
test.

Podemos plantear el PVI{
y′(t) = λy(t), t ∈ I = [0, c],
y(0) = y0,

(6.4)

y el PVI perturbado {
ỹ′(t) = λỹ(t), t ∈ I = [0, c],
ỹ(0) = ỹ0,

cuyas soluciones respectivas son y(t) = y0e
λt, ỹ(t) = ỹ0e

λt. Luego,

|y(t)− ỹ(t)| = |eλt(y0 − ỹ0)| = |eλt| |y0 − ỹ0| = e<(λ)t|y0 − ỹ0|,

donde <(λ) denota la parte real de λ.
Intuitivamente lo que interesa es que |y(t) − ỹ(t)| esté acotado en función

de la perturbación introducida, entonces diremos que es estable. Si además la
perturbación se diluye cuando t → ∞ tendremos que el PVI es asintóticamente
estable. Obviamente, si no es estable es inestable. Por tanto, el PVI (6.4) es
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Estable ⇔ <(λ) ≤ 0.

Asintóticamente estable ⇔ <(λ) < 0.

Inestable ⇔ <(λ) > 0.

Este sencillo análisis nos permite abordar la estabilidad en situaciones más
complejas. Denotamos por Mn al conjunto de las matrices cuadradas de orden
n.

Proposición 6.1. El PVI{
y′(t) = Ay(t), t ∈ I = [0, c], A ∈Mn,
y(0) = y0,

(6.5)

es:

Estable si y sólo si

• <(λi) ≤ 0 para todo i con λi valor propio de A.

• Si <(λi) = 0 para algún i, entonces el correspondiente valor propio λi
es simple (multiplicidad 1).

Asintóticamente estable si y sólo si <(λi) < 0 para todo i con λi valor propio
de A.

Cuando se considera el caso general{
y′(t) = f(t, yT (t)), t ∈ I = [0, c],
y(0) = y0,

lo que se hace para estudiar la estabilidad es linealizar el PVI, esto es, considerar
el PVI {

y′(t) = (Jyf(t, y))y(t), t ∈ I = [0, c],
y(0) = y0.

(6.6)

Evidentemente, la matriz jacobiana Jyf(t, y) dependerá en la mayoŕıa de las oca-
siones de t, lo cual obliga a un análisis local y más complicado. Sin embargo, para
sistemas de EDO del tipo{

y′(t) = Ay(t) + g(t), t ∈ I = [0, c], A ∈Mn,
y(0) = y0,

el PVI linealizado (6.6) es de la forma (6.5) y se puede aplicar la Proposición 6.1.
¿Cómo analizamos la estabilidad de un PVI asociado a una EDO de orden n?

El siguiente resultado será fundamental, no sólo para el análisis de la estabilidad,
sino para poder aplicar los métodos numéricos que veremos en este caṕıtulo.

Proposición 6.2. Todo PVI de la forma{
y(n)(t) = f(t, y(t), y′(t), . . . , y(n−1)(t)), f : I ×D 7→ Rn

y(0) = α0 , y
′(0) = α1 , . . . , y

(n−1)(0) = αn−1 ,

135



donde D ⊆ Rn y t ∈ I = [0, c] , puede ser expresado como un sistema de la forma

z′1(t) = z2(t),
z′2(t) = z3(t),

...
...

z′n−1(t) = zn(t),
z′n(t) = f(t, z1(t), z2(t), . . . zn(t))),

t ∈ I,

con condiciones iniciales z1(0) = α0 , . . . , zn(0) = αn−1 .

Demostración: Basta tomar z1(t) = y(t) , z2(t) = y′(t) , . . . , zn(t) = y(n−1)(t) .
2

6.2. Número de condición de un PVI

Desde el punto de vista numérico, el hecho de que un PVI esté bien plantea-
do no es suficiente a la hora de resolverlo numéricamente de forma satisfactoria.
Además de analizar la estabilidad del PVI, necesitamos conocer el condiciona-
miento del PVI. Para ello damos la siguiente definición de número de condición.

Definición 6.7. Sea el PVI{
y′(t) = f(t, yT (t)), x ∈ I = [0, c],
y(0) = y0,

y el PVI perturbado {
ỹ′(t) = f(t, ỹT (t)),
ỹ(0) = ỹ0.

Se llama número de condición absoluto del PVI y se denota por k(t) al
menor escalar tal que:

||y − ỹ|| ≤ k(t)||y0 − ỹ0||,

donde y e ỹ son las soluciones del PVI y el PVI perturbado, respectivamente.

Es inmediato obtener las siguientes propiedades.

Proposición 6.3. a) k(t) ≥ 1.

b) Si ||Jy||S ≤ g(t), para todo t ∈ S ⊂ I, entonces

k(t) ≤ exp

(∫ t

0

g(x)dx

)
.

Nota 6.4. Es evidente que cuanto más pequeño sea k(t), es decir, más próximo
a 1, mejor condicionado estará el problema. También, hay que observar que bien
planteado y bien condicionado son conceptos diferentes.

Ejemplo 6.1. Consideramos el PVI{
y′(t) = 11y(t)− 11t, t ≥ 0,
y(0) = 1

11
.

136



Este PVI satisface las condiciones del teorema 6.1 ya que f(t, y) = 11y(t) − 11t
y ∂f

∂y
= 11 = L para todo t. Aśı pues, tiene solución única y por tanto está

bien planteado. Su resolución anaĺıtica es simple: la EDO es lineal y su ecuación
caracteŕıstica es r − 11 = 0. Puesto que la solución de esta ecuación es r1 = 11,
por la Proposición 6.1 este PVI es inestable, lo cual nos debe prevenir a la hora
de resolverlo numéricamente.

El sistema fundamental es {e11t}. Usamos el método de los coeficientes inde-
terminados para buscar una solución particular yp(t) = at+b, entonces obtenemos

a = 11(at+ b)− 11t⇒
{

11a− 11 = 0
11b = a

⇒ a = 1, b =
1

11
.

Por tanto, la solución de la EDO del PVI es

y(t) = Ce11t + t+
1

11
.

Imponiendo la condición inicial obtenemos que C = 0 y la solución del PVI es

y(t) = t+
1

11
.

Sin embargo, puesto que 1/11 = 0,090909... Si tomamos el PVI perturbado
(en este caso por simple redondeo){

ỹ′(t) = 11ỹ(t)− 11t, t ≥ 0,
ỹ(0) = 0,09091,

tenemos que |y0− ỹ0| = 9,09...×10−7 Siendo ahora la solución del PVI perturbado
(observe que la EDO es la misma)

ỹ(t) = 9,09...× 10−7e11t + t+
1

11
,

que es sustancialmente diferente a y(t). Por ejemplo, si evaluamos en t = 5,

y(5) = 5 + 1/11 = 5,090909...

ỹ(5) = 9,09...× 10−7e55 + 5,090909... ≈ 6,995× 1017.

Por tanto una perturbación de 10−7 en la condición inicial ha producido en t = 5
un error del orden de 1017. Realmente espectacular.

¿Se pod́ıa esperar? La respuesta es afirmativa ya que tenemos un PVI inestable
con contante de Lipschitz L = ∂f

∂y
= 11 y por tanto de acuerdo a b) del Teorema

6.1 se tiene ||y − ỹ|| ≤ 9,09...× 10−7e11t y evaluando en t = 5 obtenemos que

|y(5)− ỹ(5)| ≤ 9,09...× 10−7e55,

siendo esta desigualdad en verdad una igualdad como hemos visto. Luego la cota
es óptima, no se puede obtener otra mejor.

También se puede ver que en este caso g(t) = 11, luego por b) de la Proposición
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6.3

k(t) ≤ exp

(∫ t

0

11dx

)
= e11t,

siendo de nuevo esta desigualdad una igualdad y la cota es óptima.

6.3. Métodos de un paso para la resolución numéri-

ca de PVI

La resolución de gran mayoŕıa de PVI necesita el uso de métodos numéricos.
Si se hiciera una clasificación, excesivamente simple, de los métodos numéricos
en función del número de pasos podŕıamos dividirlos en métodos de un paso (co-
nocidos también como métodos sin memoria) y en métodos multipaso (conocidos
como métodos con memoria). En esta sección trataremos con los métodos de un
paso describiendo sus principales caracteŕısticas: estabilidad, consistencia, con-
vergencia y orden. Estos conceptos, junto con el de A–estabilidad, serán muy
importantes también en el análisis de los métodos multipaso. Nos centraremos en
los métodos de Runge–Kutta.

6.3.1. Un primer acercamiento: el método de Euler

La idea fundamental de los métodos numéricos es la discretización de la
EDO asociada al PVI. Supongamos que tenemos una EDO escalar, esto es,{

y′(t) = f(t, y(t)), f : [0, c]× R→ R
y(0) = y0.

Se toma una partición de I = [0, c] denotada por ∆ = {ti}Ni=0 tal que t0 = 0 y
tN = c (note que el intervalo I siempre puede empezar en 0). Por comodidad
en la notación, tomaremos la partición ∆ equiespaciada, es decir, tj+1 − tj = h
para j = 0, . . . , n − 1, aunque el enfoque se puede hacer para cualquier tipo de
partición. Entonces suponiendo que la función y es suficientemente diferenciable,
podemos realizar su desarrollo de Taylor alrededor del punto tn obteniendo

y(t) = y(tn) + y′(tn)(t− tn) +
y′′(ξn)

2
(t− tn)2,

con ξn entre t y tn. Evaluando en t = tn+1 y despejando y′(tn) se obtiene:

y′(tn) = f(tn, y(tn)) =
y(tn+1)− y(tn)

h
− y′′(ξn)

2
h, ξn ∈ (tn, tn+1).

Si eliminamos el término −y′′(ξn)
2

h y queremos mantener la igualdad, obviamen-
te no será satisfecha por las cantidades y(tn) sino por otras que las aproximan

yn ≈ y(tn) deduciendo

yn+1 = yn + hf(tn, yn), n = 0, . . . , N − 1
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que es el método de Euler. El error que se comete puede ser acotado por

M2

2
h con M2 = máx

t∈I
|y′′(t)|.

Podemos escribir que el error e(t) = O(h) y por tanto el método de Euler es
de orden 1. Claramente este método “arranca” con el conocimiento del valor
inicial y0 que es un dato de nuestro problema.

Lo que hace el método de Euler es aproximar el valor real y(tn+1) por el valor
de la recta tangente calculada en el punto t = tn y evaluada en tn+1. Claramente
vamos cometiendo cada vez más errores pues en verdad para el cálculo estimado
de y(tn+1) no usamos la recta tangente en el punto (tn, y(tn)) sino (tn, yn). En la
Figura 6.1 se observa claramente. Este método, como los otros que vamos a ver,

Figura 6.1: Interpretación geométrica del método de Euler

 

 

Solución analítica
y(t

n
)

y
n

Error

Error

Error

Error

Error

Fuente: Elaboración propia.

pueden ser adaptados a sistemas de EDO. En este caso, dado un PVI{
y′(t) = f(t,yT (t)), f : [0, c]× Rm → Rm

y(0) = y0,

o equivalentemente,

y′1(t) = f1(t, y1(t), . . . , ym(t)), fi : [0, c]× R→ R i = 1, . . . ,m,
y′2(t) = f2(t, y1(t), . . . , ym(t)),

... =
...

y′m(t) = fm(t, y1(t), . . . , ym(t)),
y(0) = (y1,0, . . . , ym,0),

Quedando el método de Euler como{
yi,n+1 = yi,n + hfi(tn, y1,n, . . . , ym,n), n = 0, . . . , N − 1, i = 0, . . . ,m,
y1,0, . . . , ym,0.
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o en notación vectorial,{
yn+1 = yn + hf(tn,yn), n = 0, . . . , N − 1,
y0.

(6.7)

Como hemos visto gráficamente siempre se comete un error. Por eso, es conve-
niente dar una definición exacta válida para cualquier método numérico de
resolución de PVI.

Definición 6.8. Se define el error de truncamiento global o error de discretiza-
ción de un método numérico como

en(h) := ||y(tn)− yn||.

Se define
e(h) := máx

n=0,...,N
en(h) = máx

n=0,...,N
||y(tn)− yn||.

Nota 6.5. En el caso de una EDO escalar tenemos en(h) := |y(tn) − yn|. Este
error se podŕıa definir también como en(h) := y(tn) − yn o como en(h) := yn −
y(tn).

6.3.2. Métodos de un paso: consistencia, estabilidad, con-
vergencia y orden

En este apartado entraremos a dar unos conceptos fundamentales para tra-
bajar eficazmente con los métodos numéricos. Son imprescindibles en el análisis
de cualquier método numérico para PVI. Teniendo en cuenta la rigurosidad del
tema, no entraremos en los detalles de muchas demostraciones, dejándolas para
el lector interesado.

El método de Euler (6.7) se puede generalizar fácilmente considerando el si-
guiente esquema{

yn+1 = yn + hφ(tn,yn, h), n = 0, . . . , N − 1,
y0,

(6.8)

donde φ : [0, c]×Rm×R+ → Rm. Si φ(t,y, h) = f(t,y) entonces el método (6.8)
es en realidad el método de Euler (6.7).

Es natural hacer la pregunta: ¿qué le debemos exigir a un método numérico
para que sea adecuado para resolver un PVI? Informalmente, se puede intuir lo
siguiente:

Que la solución numérica tienda a la real cuando h→ 0, → Convergencia.

Que no “amplifique” los errores de redondeo → Estabilidad.

Que la discretización realizada (la elección de φ) sea correcta→ Consisten-
cia.

Que se pueda estimar el error en función del paso → Orden o velocidad de
convergencia.
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Vamos a formalizar estos conceptos. Consideremos el PVI{
y′(t) = f(t,yT (t)), f : [0, c]× Rm → Rm

y(0) = y0,
(6.9)

y asociado a él consideramos el método numérico (6.8) y el método perturbado{
zn+1 = zn + h(φ(tn, zn, h) + εn), n = 0, . . . , N − 1,
z0.

(6.10)

Definición 6.9 (Convergencia). Un método numérico (6.8) se dice convergente
si

ĺım
h→0

e(h) = 0,

donde e(h) está dado en la Definición 6.8.

Definición 6.10 (Estabilidad). Un método numérico (6.8) se dice estable (teóri-
camente estable o 0–estable) para el PVI (6.9) si existen dos constantes M1 y M2

(independientes de h) tales que

máx
n=0,...,N

||yn − zn|| ≤M1||y0 − z0||+M2 máx
n=0,...,N−1

||εn||,

donde zn es la solución del método perturbado (6.10).

Definición 6.11 (Consistencia). Un método numérico (6.8) se dice consistente
con el PVI (6.9) si se cumple

ĺım
h→0

máx
n=0,...,N−1

∥∥∥∥y(tn+1)− y(tn)

h
− φ(tn,y(tn), h)

∥∥∥∥ = 0,

para toda solución de la ecuación diferencial y′(t) = f(t,yT (t)).

Definición 6.12 (Orden). El método numérico (6.8) se dice de orden p ∈ N si

máx
n=0,...,N−1

∥∥∥∥y(tn+1)− y(tn)

h
− φ(tn,y(tn), h)

∥∥∥∥ = O(hp),

para toda solución de la ecuación diferencial y′(t) = f(t,yT (t)).

Nota 6.6. Observe la importante relación entre las definiciones de consistencia
y orden.

Estos conceptos están ligados entre śı. El Teorema 6.2 establece dicha rela-
ción y es conocido como Teorema de Lax debido a Peter D. Lax (1926-). La
demostración de este resultado se hará en la Sección F.5 del Apéndice F.

Teorema 6.2. Un método numérico de 1 paso (6.8) consistente y estable es
convergente.

De forma visual:

Consistencia+Estabilidad ⇒ Convergencia
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Las definiciones de convergencia, estabilidad y consistencia dadas anterior-
mente son dif́ıciles de verificar. Sin embargo, el siguiente resultado lo simplifica
notablemente.

Teorema 6.3. Si φ es continua en [0, c] × Rm × R+, Lipschitz respecto a la
segunda variable (y), φ(t,y, 0) = f(t,y) y h suficientemente pequeña, entonces
el método numérico (6.8) es convergente.

Proposición 6.4. Si un método numérico (6.8) es estable y de orden p, entonces
e(h) = O(hp).

Corolario 6.1. Bajo las hipótesis del Teorema 6.1 de Cauchy-Lipschitz y h su-
ficientemente pequeña, el método de Euler es convergente de orden 1.

6.3.3. Problemas stiff. A−estabilidad

Un concepto de mucho interés es la A−estabilidad cuyo nombre proviene de
estabilidad absoluta. Desde el punto de vista de la estabilidad parece que lo más
conveniente es tener un PVI asintóticamente estable. Sin embargo, aún teniendo
PVI asintóticamente estables podemos tener algún susto numérico. Por ejemplo,
consideremos el PVI {

y′(t) = −10y(t),
y(0) = 1.

Su solución anaĺıtica es y(t) = e−10t, y por tanto ĺımt→∞ y(t) = 0. Aśı, cabe
esperar que la solución numérica obtenida con un método numérico convergente,
por ejemplo por el método de Euler, también fuera a 0. Al aplicar el método de
Euler a este PVI tan sencillo podemos utilizar la recursividad obteniendo:

yn+1 = yn−10hyn = (1−10h)yn = (1−10h)2yn−1 = . . . = (1−10h)n+1y0 = (1−10h)n+1.

Aśı,
ĺım
n→∞

yn = 0⇔ |1− 10h| < 1⇔ 0 < h < 0,2.

Por tanto, si tomamos h ≥ 0,2 la solución numérica no convergeŕıa a la real.
Esto no contradice el Corolario 6.1 ya que ah́ı se indica que h debe ser suficien-
temente pequeña, en este caso menor que 0,2. Sin embargo, si nos restringe el
tamaño del paso y eso es importante tenerlo en cuenta a la hora de resolver
numéricamente un PVI.

Si no queremos tener restricción del paso hay que usar métodos A–estables.

Definición 6.13. Un método numérico (6.8) se dice A–estable si para todo h > 0
se tiene que ĺımn→∞ yn = 0, siendo yn cualquier solución numérica de la ecuación
diferencial tipo test y′(t) = λy(t), con λ ∈ C y <(λ) < 0.

Hemos visto que el método de Euler no es A–estable, pero tiene lo que se
denomina región de A–estabilidad que es la región del plano complejo donde
el método es A–estable. En el caso del método de Euler es

|1 + hλ| < 1, <(λ) < 0,
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es decir, el disco unidad abierto de centro -1.
Por tanto, la Definición 6.13 es equivalente a decir que un método es A–estable

si su región de A–estabilidad contiene al semiplano izquierdo {z : <(z) < 0}.

Definición 6.14. Se llama radio de A–estabilidad al ı́nfimo del intervalo obtenido
al intersecar la región de A–estabilidad con el eje real negativo.

Por propia definición, el radio de A–estabilidad es negativo. Se puede consi-
derar en valor absoluto, lo cual no es relevante siempre y cuando se sepa lo que
estamos haciendo. La manera de calcularlo es tomar λ real y negativo y resolver
la correspondiente desigualdad. Por ejemplo, en el caso del método de Euler se
nota x := hλ < 0, puesto que λ < 0 y

|1 + x| < 1⇒ −1 < 1 + x < 1⇒ −2 < x < 0.

Luego el radio de A–estabilidad del método de Euler es −2.
Este problema se acentúa cuando estamos ante problemas stiff (ŕıgidos).

Definición 6.15. Un sistema lineal de ecuaciones diferenciales con coeficientes
constantes se dice stiff si

Todos los valores propios tienen parte real negativa.

máxi |<(λi)| >> mı́ni |<(λi)| donde λi son los valores propios de la matriz
de coeficientes del sistema lineal.

Se llama radio de stiffness a

rs :=
máxi |<(λi)|
mı́ni |<(λi)|

. (6.11)

Cuanto mayor sea rs mayor será la stiffness (rigidez) del sistema. Una intere-
sante discusión sobre la naturaleza de la rigidez se puede encontrar en la sección
6.2 del libro [9]. Habitualmente, si rs ≥ 10 el problema se considera stiff y hay
diferentes grados de stiffness: moderado, fuerte, etc.

Ejemplo 6.2. Consideramos el sistema lineal de EDO homogéneo
y′1(t) = 1195y1(t)− 1995y2(t), t ∈ [0, 1],
y′2(t) = 1197y1(t)− 1997y2(t),
y1(0) = 2, y2(0) = −2.

Su matriz de coeficientes es (
1195 −1995
1197 −1997

)
y sus valores propios son −2 y −800. Por tanto su radio de stiffness es rs = 400.
Estamos ante un problema stiff y si quisiéramos resolverlo con el método de Euler
el paso h tendŕıa que cumplir

|1− 2h| < 1 y |1− 800h| < 1⇒ h < 1 y h < 1/400.
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Por tanto hay que tomar h ∈ (0, 1/400). Si no tomamos h en este intervalo el
método de Euler no convergerá. Volveremos a este ejemplo en la parte práctica
incluida en el Apéndice F.

Note que en este método lo que hay que hacer es tomar

h <
2

máxi |<(λi)|
.

En general, hay que tomar

h <
|r|

máxi |<(λi)|
(6.12)

donde r es el radio de A–estabilidad del método bajo estudio.

Nota 6.7. El análisis hubiera sido el mismo si estuviéramos ante un sistema
lineal no homogéneo, es decir, y′(t) = Ay(t) + g(t).

La cuestión se complica si estamos en sistema lineales de EDO con coefi-
cientes variables o en sistema no lineales. En estos casos, como ya se indicó
anteriormente, hay que recurrir al sistema linealizado (6.6):{

y′(t) = (Jyf(t,y))y(t), t ∈ [0, c],
y(0) = y0,

donde Jyf(t,y) es la matriz jacobiana y el análisis ha de hacerse localmente.

6.3.4. Métodos de Runge–Kutta

Hasta ahora sólo conoćıamos de forma expĺıcita un método numérico: el méto-
do de Euler. Podŕıa parecer que no hay muchos más o que es dif́ıcil generarlos,
nada más alejado de la realidad. Por ejemplo, el método de Euler se obtuvo
mediante una aproximación por la recta tangente o lo que es lo mismo por un
desarrollo de Taylor de orden 1, entonces podemos pensar considerar desarrollos
de Taylor de orden superior y esto da lugar a los métodos de Taylor que exigen
condiciones de derivabilidad a la función f del PVI, algo que no exige el Teorema
6.1 de Cauchy–Lipschitz. Por tanto, se estaŕıa exigiendo condiciones adicionales
al método numérico que no se exigen para la existencia y unicidad de solución.
El lector interesado en los métodos de Taylor puede consultar, por ejemplo, la
sección 8.2 de [8].

Para evitar involucrar condiciones de derivación extra, vamos a trabajar con
otros métodos cuya motivación viene dada por las fórmulas gaussianas, aunque no
entraremos en su deducción. Estos son los métodos de Runge–Kutta que pueden
ser consultados entre otros en [2, Caṕıtulo 4], [9, Caṕıtulo 5] o [8, Sección 8.3].

Definición 6.16. Un método de Runge–Kutta (RK) de R estados viene dado por
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una expresión de la forma: yn+1 = yn + h
R∑
i=1

biki(tn,yn, h),

y0,

donde

ki(tn,yn, h) = f

(
tn + hci,yn + h

R∑
j=1

aijkj(tn,yn, h)

)
y los coeficientes bi, ci y aij viene dados por la tabla de Butcher:

c1 a11 a12 · · · a1R

c2 a21 a22 · · · a2R
...

...
...

. . .
...

cR aR1 aR2 · · · aRR
b1 b2 · · · bR

abreviadamente
c A

b

Definición 6.17. Los métodos RK se dicen expĺıcitos si aij = 0 para j ≥ i.

La definición anterior nos dice que el método RK es expĺıcito cuando la matriz
A es triangular inferior con la diagonal nula. En este caso,

k1(tn,yn, h) = f(tn,yn),

ki(tn,yn, h) = f(tn + hci,yn + h
i−1∑
j=1

aijkj(tn,yn, h)), i ≥ 2.

Claramente los métodos RK son métodos de un paso que cumplen el esquema
(6.8) con φ(t,y, h) =

∑R
i=1 biki(tn,yn, h). Lo primero que hay ver es que tenemos

que exigir para que los métodos RK sean convergentes. En este caṕıtulo, nos
centraremos en los métodos expĺıcitos, aunque se puede desarrollar una teoŕıa
análoga para los impĺıcitos.

Teorema 6.4. Bajo las hipótesis del Teorema 6.1 de Cauchy–Lipschitz, h sufi-

cientemente pequeña y la condición adicional
R∑
i=1

bi = 1, se tiene que los métodos

de RK expĺıcitos son convergentes.

El estudio del orden de los métodos RK no es una tarea simple y se puede
realizar usando un enfoque clásico mediante tediosos desarrollos de Taylor o con
la teoŕıa más moderna (y compleja) debida a Butcher que involucra diagrama
de árboles (ver [3]). Para que un método RK tenga el máximo orden posible es
necesario exigirle que

ci =
R∑
j=1

aij (6.13)

y bajo esta condición y otras adicionales se obtiene la siguiente tabla:
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Estados 1 ≤ R ≤ 4 5 ≤ R ≤ 7 R = 8 ó 9 R ≥ 10
Orden máximo R R-1 R-2 ≤ R− 2

De la tabla se desprende que los métodos RK que mejor equilibran el número de
estados y el orden son los de 4 estados y orden 4. Por ejemplo, para un método
de 2 estados se tiene,

Lema 6.1. Un método de RK expĺıcito convergente de 2 estados cumpliendo
(6.13) tiene orden 2 si sólo si b2c2 = 1/2.

Nos queda estudiar la A–estabilidad de los métodos RK expĺıcitos.

Teorema 6.5 (ver [3]). Los métodos de Runge–Kutta expĺıcitos no son A–estables.

Ejemplo 6.3. Ilustremos el teorema anterior con un ejemplo. Consideramos el
denominado método de Euler modificado o de Heun dado por la tabla de Butcher

0
1 1

1/2 1/2

Si se lo aplicamos a la ecuación test y′(t) = λy(t), con λ ∈ C, <(λ) < 0. Entonces,
obtenemos

yn+1 = yn +
h

2
(f(tn, yn) + f(tn + h, yn + hf(xn, yn))) = yn +

h

2
(λyn + λ(yn + hλyn))

=

(
1 + hλ+

(hλ)2

2

)
yn = . . . =

(
1 + hλ+

(hλ)2

2

)n+1

y0.

Por tanto,

ĺım
n→∞

yn = 0⇔
∣∣∣∣1 + hλ+

(hλ)2

2

∣∣∣∣ < 1.

Luego, el método de Euler modificado no es A–estable y su región de A–estabilidad
es ∣∣∣∣1 + hλ+

(hλ)2

2

∣∣∣∣ < 1.

En el ejemplo F.4 del Apéndice F, usando la sintaxis de Matlab, se dibuja esta
región de A–estabilidad y la del método de Runge–Kutta clásico. Del ejemplo F.4,
el lector podrá deducir por śı mismo cómo dibujar la de cualquier método Runge–
Kutta.

6.3.5. Algunos métodos RK

Con R = 1 obtenemos el método de Euler. Para R = 2 hay infinitos métodos
de RK de orden 2 como

0

α α

1− 1
2α

1
2α

α 6= 0. (6.14)
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Para R = 3 y orden 3 podemos plantear los métodos:

0

2
3

2
3

2
3

2
3
− 1

4α
1

4α

1
4

3
4
− α α

α 6= 0.

Para R = 4 y orden 4 daremos el más famoso en la literatura: el método de
Runge–Kutta clásico

0
1/2 1/2
1/2 0 1/2
1 0 0 1

1/6 1/3 1/3 1/6

que nos dice {
yn+1 = yn + h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

y0
(6.15)

donde

k1(tn,yn, h) = f(tn,yn)

k2(tn,yn, h) = f

(
tn +

h

2
,yn +

h

2
k1

)
k3(tn,yn, h) = f

(
tn +

h

2
,yn +

h

2
k2

)
k4(tn,yn, h) = f (tn + h,yn + hk3) .

El lector interesado en métodos RK impĺıcitos puede consultar, por ejemplo, el
texto [9, Sección 5.11] donde entre otros encontrará métodos de 2 estados y orden
4, etc. Los métodos expĺıcitos suelen ser más usados porque evitan tener que
resolver ecuaciones impĺıcitas. Aunque los más usados son los embebidos. En esta
sección sólo hemos dado unas pinceladas de los métodos RK. Estos se pueden
extender y una de las v́ıas es usar métodos de RK embebidos donde se usan
métodos de RK expĺıcitos de de orden p y orden p+ 1 tales como Runge–Kutta-
Fehlberg (1970), Dormand–Prince (1980) o Bogacki–Shampine (1989). Además,
Dormand–Prince forma parte de una clase de métodos denominados FSAL (del
inglés, First Same As Last). Matlab utiliza algunos de estos métodos en sus
órdenes ode. El lector interesado puede consultar [9, Sección 5.10]. Como muestra,
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el método de Dormand–Prince es:

0

1
5

1
5

3
10

3
40

9
40

4
5

44
45

−56
15

32
9

8
9

19372
6561

−25360
2187

64448
6561

−212
729

1 9017
3168

−355
33

46732
5247

49
176

−5103
18656

1 35
384

0 500
1113

125
192

−2187
6784

11
84

5179
57600

0 7571
16695

393
640

−92097
339200

187
2100

1
40

35
384

0 500
1113

125
192

−2187
6784

11
84

0

71
57600

0 −71
16695

71
1920

−17253
339200

22
525

−1
40

6.4. Métodos multipaso lineales para la resolu-

ción de PVI

Definición 6.18. Un método multipaso lineal (o método lineal de k pasos) para
resolver el PVI (6.9) es{ ∑k

i=0 αiyn+i = h
∑k

i=0 βif(tn+i,yn+i), n = 0, . . . , N − k, k ≥ 1,
y0,y1, . . . ,yk−1,

(6.16)

con αi, βi ∈ R, αk 6= 0 y |α0|+ |β0| 6= 0.

Para simplificar notación, usaremos habitualmente fn+i := f(tn+i,yn+i) ex-
presando (6.16) como{ ∑k

i=0 αiyn+i = h
∑k

i=0 βifn+i, n = 0, . . . , N − k, k ≥ 1,
y0,y1, . . . ,yk−1.

Si βk = 0 entonces el método es expĺıcito, en otro caso impĺıcito. Observe que
la condición |α0| + |β0| 6= 0 significa que ambos parámetros no se pueden anular
a la vez. Veamos algunos ejemplos.

Si k = 1 y tomando α1 = β0 = 1, α0 = −1 y β1 = 0 obtenemos

yn+1 − yn = hfn = hf(tn,yn),

que es el archiconocido método de Euler. Note que en general, los métodos
RK no son métodos lineales.

Un método muy interesante llamado método trapezoidal se obtiene tomando
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k = 1, α1 = 1, α0 = −1, y β1 = β0 = 1/2.

yn+1 − yn =
h

2
(fn+1 + fn) =

h

2
(f(tn+1,yn+1) + f(tn,yn)) , (6.17)

que es un método impĺıcito.

Otro método de interés es el método de Adams–Bashforth de 4 pasos.

yn+4 − yn+3 =
h

24
(55fn+3 − 59fn+2 + 37fn+1 − 9fn) . (6.18)

De la definición de método multipaso surgen varias preguntas:

1. Si k ≥ 2, ¿cómo obtenemos las condiciones iniciales y1, . . . ,yk−1? Pues el
PVI (6.9) sólo nos proporciona la condición inicial y0. La respuesta es muy
sencilla: las calculamos usando un método de un paso. Automáticamente
surge una nueva cuestión: ¿con cualquier método de un paso? Esta cuestión
la responderemos posteriormente.

2. Cuando el método es impĺıcito (βk 6= 0) las ecuaciones que tenemos en
(6.16) son impĺıcitas. ¿Podemos garantizar que la solución a la ecuación
obtenida en cada paso es única? La respuesta no es dif́ıcil de obtener usando
herramientas de análisis clásico (lo dejamos para los lectores más motivados)
y nos dice que hay solución única si f es lipschitziana respecto a y con
constante de Lipschitz L y

h <
|αk|
L|βk|

. (6.19)

3. Los coeficientes αi y βi no se pueden tomar aleatoriamente si queremos
que el método sea convergente. Entonces, ¿cómo se obtienen los métodos
multipaso lineales? De dos formas:

• Usando integración: métodos de Adams.

• Usando derivación: métodos de diferencias regresivas.

Los conceptos de consistencia, estabilidad, convergencia y orden para los méto-
dos (6.16) son análogos a los dados en la Sección 6.3 para los métodos de un paso.
Consideraremos el método perturbado:{ ∑k

i=0 αizn+i = h
(∑k

i=0 βif(tn+i, zn+i) + εn

)
, n = 0, . . . , N − k, k ≥ 1,

z0, . . . , zk−1.
(6.20)

Definición 6.19 (Convergencia). Si ĺımh→0 yi = y0, i = 0, . . . , k− 1, un método
numérico (6.16) se dice convergente si

ĺım
h→0

e(h) = 0,

donde e(h) está dado en la Definición 6.8.
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Observe que está definición coincide con la dada en la Definición 6.8, pero exi-
ge que las condiciones iniciales calculadas con el método de 1 paso sean calculadas
adecuadamente.

Definición 6.20 (Estabilidad). Un método numérico (6.16) se dice estable (teóri-
camente estable o 0–estable) para el PVI (6.9) si existen dos constantes M1 y M2

(independientes de h) tales que

máx
n=0,...,N

||yn − zn|| ≤M1 máx
i=0,...,k−1

||yi − zi||+M2 máx
n=0,...,N−k

||εn||,

donde zn es la solución del método perturbado (6.20).

Definición 6.21 (Consistencia). Un método numérico (6.16) se dice consistente
con el PVI (6.9) si se cumple

ĺım
h→0

máx
n=0,...,N−k

∥∥∥∥∥
∑k

i=0 αiy(tn+i)

h
−

k∑
i=0

βif(tn+i,y(tn+i))

∥∥∥∥∥ = 0,

para toda solución de la ecuación diferencial y′(t) = f(t,yT (t)).

Como vimos en el caṕıtulo anterior estos conceptos están fuertemente ligados.

Teorema 6.6 (Teorema de Lax generalizado). Un método numérico (6.16) es
consistente y estable si y sólo si es convergente.

Por tanto, si queremos probar que un método es convergente bastará pro-
bar que es consistente y estable. Sin embargo, las definiciones anteriores no son
sencillas de verificar. Para ello usaremos caracterizaciones de consistencia y es-
tabilidad que nos permitan hacer su comprobación de forma simple. En primer
lugar introducimos los polinomios α(r) y β(r) ligados al método multipaso lineal
(6.16),

α(r) :=
k∑
i=0

αir
i, β(r) :=

k∑
i=0

βir
i.

Entonces, la caracterización de estabilidad viene dada por:

Proposición 6.5. Un método numérico (6.16) es estable si y sólo si el polino-
mio α(r) cumple la condición ráız, es decir, todos los ceros del polinomio α(r)
están dentro del disco unidad cerrado y aquellos ceros de multiplicidad algebraica
superior a 1 están en el disco unidad abierto.

Observe que la proposición anterior nos indica que en un método estable (6.16)
todos los ceros de α(r) que estén en la circunferencia unidad (es decir, tengan
módulo 1) tienen que ser simples.

Para caracterizar de forma sencilla la consistencia debemos introducir el con-
cepto de orden.

Definición 6.22 (Orden). Un método numérico (6.16) se dice de orden p ∈ N si

máx
n=0,...,N−k

∥∥∥∥∥
∑k

i=0 αiy(tn+i)

h
−

k∑
i=0

βif(tn+i,y(tn+i))

∥∥∥∥∥ = O(hp),
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para toda solución de la ecuación diferencial y′(t) = f(t,yT (t)).

Proposición 6.6. Si un método numérico (6.16) es estable de orden p y
máxi=0,...,k−1 ||yi − y(ti)|| = O(hp), entonces e(h) = O(hp).

Nota 6.8. Observe que este resultado responde la pregunta planteada al comienzo
la Sección 6.4 sobre cómo hemos de calcular las condiciones de inicialización del
método multipaso lineal y ha de ser con un método de 1 paso con orden al menos
el mismo que tenga el método multipaso lineal.

Usando adecuados desarrollos de Taylor en la Definición 6.22 e introduciendo
las denominadas constantes de error que vienen determinadas en función de
los coeficientes del método como:

C−1 =
k∑
i=0

αi = α(1)

C0 =
k∑
i=1

iαi −
k∑
i=0

βi = α′(1)− β(1)

Cp =
1

(p+ 1)!

k∑
i=1

ip+1αi −
1

p!

k∑
i=1

ipβi

(6.21a)

(6.21b)

(6.21c)

se obtiene el siguiente resultado.

Proposición 6.7. Se tiene:

Un método numérico (6.16) es consistente si y sólo si C−1 = C0 = 0.

Un método numérico (6.16) tiene orden p si y sólo si C−1 = C0 = . . . =
Cp−1 = 0 y Cp 6= 0.

Por tanto, usando el Teorema de Lax generalizado 6.6 y las Proposiciones 6.5
y 6.7 se ha probado el siguiente resultado.

Corolario 6.2. Un método numérico (6.16) es convergente si y sólo si α(r)
verifica la condición ráız, α(1) = 0 y α′(1) = β(1) 6= 0.

Observe que α′(1) 6= 0 pues si no el método no seŕıa estable. Otro concepto
importante para la calidad de los métodos multipaso es el de la estabilidad fuerte.

Definición 6.23. Un método numérico (6.16) es fuertemente estable si es estable
y el único cero del polinomio α(r) en la circunferencia unidad es el 1.

6.4.1. Generación de los métodos multipaso: métodos de
Adams y métodos de diferencias regresivas

En el apéndice de este caṕıtulo veremos como se obtiene con detalle estos
métodos. Aqúı sólo presentaremos los métodos y sus propiedades básicas.
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Métodos obtenidos por integración: métodos de Adams

Los métodos de Adams–Bashforth, que son métodos expĺıcitos:{
yn+k − yn+k−1 = h

∑k−1
i=0 γi∇ifn+k−1

y0, . . . , yk−1.
con γi = (−1)i

∫ 1

0

(
−s
i

)
ds. (6.22)

Los métodos de Adams–Moulton, que son métodos impĺıcitos:{
yn+k − yn+k−1 = h

∑k
i=0 ηi∇ifn+k

y0, . . . , yk−1.
con ηi = (−1)i

∫ 0

−1

(
−s
i

)
ds. (6.23)

Se recuerda que el operador diferencia regresiva ∇ actúa de la siguiente forma

∇0fn = fn, ∇fn = fn − fn−1, ∇ifn = ∇i−1(∇fn), i ≥ 2.

Teorema 6.7. Los métodos de Adams–Bashforth (6.22) y de Adams–Moulton
(6.23) son convergentes y fuertemente estables.

Métodos obtenidos por derivación: métodos de diferencias regresivas

Vienen determinados por: { ∑k
i=1

∇iyn+k
i

= hfn+k ,
y0, . . . , yk−1.

(6.24)

Teorema 6.8 (Colin W. Cryer). Los métodos de diferencias regresivas de k pasos
son convergentes si y sólo si k ∈ {1, 2, . . . , 6}.

6.4.2. Orden y A–estabilidad de los métodos multipaso
lineales

Acerca del orden hay una serie de resultados debidos en general al matemático
sueco Germund Dahlquist (1925-2005) y que enunciamos sin probar (ver [2] y [9]
para comentarios adicionales).

Teorema 6.9. Se tiene,

Un método multipaso lineal (6.16) convergente a lo sumo tiene orden k+ 1
si k es impar o k + 2 si k es par.

Los métodos que alcanzan orden k + 2 son impĺıcitos y se denominan ópti-
mos.

Un método multipaso lineal (6.16) convergente y fuertemente estable tiene
a lo sumo orden k + 1.

Los métodos óptimos no son fuertemente estables.
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El concepto de A–estabilidad fue dado en la Definición 6.13. Si aplicamos
(6.16) a la ecuación test y′(t) = λy(t) obtenemos

k∑
i=0

αiyn+i = λh

k∑
i=0

βiyn+i ⇒
k∑
i=0

(αi − λhβi) yn+i.

Si consideramos su polinomio caracteŕıstico p(r) :=
∑k

i=0 (αi − λhβi) ri, entonces
tenemos que

Lema 6.2. Un método numérico multipaso lineal (6.16) se dice A–estable si y
sólo si el polinomio p(r) :=

∑k
i=0 (αi − λhβi) ri tiene todas sus ráıces en el disco

unidad abierto.

Existen diferentes resultados sobre la A–estabilidad que daremos sin demos-
tración.

Teorema 6.10 (G. Dahlquist). Se tiene,

Un método numérico multipaso lineal (6.16) expĺıcito no puede ser A–
estable.

El orden de un método impĺıcito A–estable no puede ser superior a 2.

El método impĺıcito de segundo orden A–estable con constante de error más
pequeña es el método trapezoidal (o Adams–Moulton de 1 paso) (6.17).

Teorema 6.11 (Colin W. Cryer). Los métodos de diferencias regresivas (6.24)
correspondientes a k = 1 y k = 2 son A–estables y los correspondientes a k =
3, 4, 5, 6 tienen región de A–estabilidad no acotada conteniendo al semieje real
negativo, por tanto, su radio de A–estabilidad es −∞.

Una de las cosas que no podemos hacer de forma sencilla sin usar el software
es dibujar la región de A–estabilidad. Para ello lo que vamos a hacer es dibujar
su frontera. Tomamos r = eiθ con θ ∈ [0, 2π] (|r| = 1) y hacemos

p(eiθ) = 0⇒ α(eiθ)− λhβ(eiθ) = 0⇒ λh =
α(eiθ)

β(eiθ)
.

Por tanto, basta quedarse con la parte real e imaginaria de α(eiθ)
β(eiθ)

, dibujarlas con

Matlab (ver apéndice) y ya tenemos la frontera de la región de A–estabilidad.
En muy útil conocer el radio de A–estabilidad de los métodos de Adams, el de

los métodos de diferencias regresivas ya lo conocemos por el Teorema 6.11. Para
establecerlo se usa el criterio de Routhz–Hurwitz. Para ello es necesario usar la
transformación conforme del semiplano de la izquierda en el disco unidad

r =
1 + z

1− z
, <(z) ≤ 0, |r| ≤ 1,

y considerar el polinomio

q(z) = (1− z)kp

(
1 + z

1− z

)
= a0z

k + a1z
k−1 + . . .+ ak.
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Importante: es necesario asumir a0 > 0. Entonces, el criterio de Routh–Hurwitz
nos indica lo siguiente (ver [9, p. 13-14])

Lema 6.3. Un método numérico multipaso lineal (6.16) se dice A–estable ⇔ el
polinomio p(r) tiene todas sus ráıces en el disco unidad abierto ⇔ el polinomio
q(z) tiene todas sus ráıces en el semiplano de la izquierda ⇔ todos los menores
principales de la matriz 

a1 a3 a5 . . . a2k−1

a0 a2 a4 . . . a2k−2

0 a1 a3 . . . a2k−3
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . ak


k×k

con aj = 0 si j > k, son positivos.

El lema anterior se convierte en las siguientes condiciones en función de k.
Particularizamos para los k más usuales.

k = 2. Entonces, ai > 0, i = 0, 1, 2.

k = 3. Entonces, ai > 0, i = 0, . . . , 3 y a1a2 − a0a3 > 0.

k = 4. Entonces, ai > 0, i = 0, . . . , 4 y a1a2a3 − a0a
2
3 − a2

1a4 > 0.

Recordad que el método de Adams–Bashforth de 1 paso es el método de Euler y
sabemos que su radio de A–estabilidad es -2; y el método de Adams-Moulton de
1 paso (o método trapezoidal) (6.17) es A–estable por el Teorema 6.10.

Los radios de A–estabilidad de los métodos de Adams–Bashforth hasta k = 4
son:

k 1 2 3 4
Radio de A–estabilidad −2 −1 −6/11 −3/10

Los radios de A–estabilidad de los métodos de Adams–Moulton hasta k = 4 son:

k 1 2 3 4
Radio de A–estabilidad −∞ −6 −3 −90/49
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Apéndice F

Este apéndice se va a dividir en las siguientes partes:

Ejemplos (ejercicios resueltos).

Implementación en Matlab de los métodos de Runge–Kutta y de Adams–
Bashforth. Órdenes ode.

Ejemplos usando Matlab.

Ejercicios propuestos.

Algunas demostraciones para el avezado lector.

En este apéndice se entrará en detalle en la resolución de ejercicios y en el uso
de Matlab para alcanzar nuestro objetivo de saber resolver numéricamente PVI.
En los textos [1], [2], [3], [4], [7], [8], [9] y [11] podrá encontrar más ejemplos y
problemas.

F.1. Ejemplos (ejercicios resueltos)

Ejemplo F.1. Transformar el PVI{
y′′(t) + y′(t)− 2 y(t) = t2,
y(0) = 2, y′(0) = −1,

en un sistema y estudiar su estabilidad.

Solución: De acuerdo a la Proposición 6.2 tomamos z1(t) = y(t) y z2(t) = y′(t) ,
y obtenemos 

z′1(t) = z2(t),
z′2(t) = 2 z1(t)− z2(t) + t2,
z1(0) = 2 , z2(0) = −1 .

Que matricialmente se puede expresar como(
z′1(t)
z′2(t)

)
=

(
0 1
2 −1

)(
z1(t)
z2(t)

)
+

(
0
t2

)
, z1(0) = 2 , z2(0) = −1 .

Obviamente los autovalores de la matriz de coeficientes del sistema anterior van a
coincidir con las ráıces del polinomio caracteŕıstico de la EDO, esto, las soluciones

263



de r2 + r − 2 = 0 que son r1 = 1 y r2 = −2. Por tanto, por la Proposición 6.1 el
PVI es inestable. 2

Ejemplo F.2. Pruebe que el siguiente PVI está bien planteado y dé una cota del

número de condición

{
y′(t) = A(t)y(t), t ∈ I = [0, π/2],
y(0) = y0 ∈ R2,

con

A(t) =

(
1/(1 + t) 1 + sen(t)
sen2(t) t2 − 2t+ 3

)
Solución: De acuerdo al Teorema 6.1 tenemos que calcular la matriz jacobiana,
que en este caso es trivial puesto que Jyf(t, y) = A(t). Entonces,

||Jyf(t, y)|| = ||A(t)|| = máx
t∈I
{|1/(1 + t)|+ |1 + sen(t)|, |sen2(t)|+ |t2 − 2t+ 3|}

= máx
t∈I
{1/(1 + t) + 1 + sen(t), sen2(t) + t2 − 2t+ 3}

Puesto que I es compacto y las funciones anteriores son continuas, el anterior
máximo existe y entonces tenemos que ||Jyf(t, y)|| = C donde

C = máx
t∈I
{1/(1 + t) + 1 + sen(t), sen2(t) + t2 − 2t+ 3}.

Por tanto, de acuerdo al Teorema 6.1 el PVI tiene solución única, luego está
bien planteado. Determinar C se puede hacer bastante complicado, pero gracias
a la visualización gráfica y a los métodos numéricos de resolución de ecuaciones
podemos ver que

C = máx
t∈I
{1/(1 + t) + 1 + sen(t), sen2(t) + t2 − 2t+ 3}

= máx
t∈I
{sen2(t) + t2 − 2t+ 3} = 4− π +

π2

4
≈ 3,32581.

Entonces, por la Proposición 6.3 el número de condición

k(t) ≤ exp

(∫ t

0

(
(4− π +

π2

4

)
dx

)
= e

(
4−π+π2

4

)
t ≈ e3,32581t.2

Ejemplo F.3. Obtener el método de Euler (6.7) y el método trapezoidal (6.17)
por integración numérica.

Solución: Tomamos la partición equiespaciada ∆ = {ti}Ni=0 e integramos la EDO
y′(t) = f(t, y(t)) entre dos puntos consecutivos de ella tn y tn+1, entonces apli-
cando la regla del rectángulo izquierda obtenemos:∫ tn+1

tn

y′(t)dt =

∫ tn+1

tn

f(t, y(t))dt⇒ y(tn+1)− y(tn) ≈ (tn+1 − tn)f(tn, y(tn))

= hf(tn, y(tn)).

Por tanto, “forzando” la igualdad, es decir, tomando yn ≈ y(tn) obtenemos

yn+1 − yn = hf(tn, yn),
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que es el método de Euler.

Para el método trapezoidal como su nombre indica hay que aplicar la regla
del trapecio obteniendo

y(tn+1)− y(tn) ≈ tn+1 − tn
2

(f(tn, y(tn)) + f(tn+1, y(tn+1)))

=
h

2
(f(tn, y(tn)) + f(tn+1, y(tn+1))).

Por tanto, tomando yn ≈ y(tn) obtenemos

yn+1 − yn =
h

2
(f(tn, yn) + f(tn+1, yn+1)) =

h

2
(fn + fn+1),

que es el método trapezoidal o Adams–Moulton de 1 paso. 2

Ejemplo F.4. Dibuje la región de A–estabilidad del método de Euler modificado
(o método de Heun) y del método de Runge–Kutta clásico (6.15). Determine en
ambos casos su radio de A–estabilidad.

Solución: El denominado método de Euler modificado o método de Heun viene
dado por la tabla de Butcher

0
1 1

1/2 1/2

Si se lo aplicamos a la ecuación test y′(t) = λy(t), con λ ∈ C, <(λ) < 0. Entonces,
obtenemos

yn+1 = yn +
h

2
(f(tn, yn) + f(tn + h, yn + hf(xn, yn))) = yn +

h

2
(λyn + λ(yn + hλyn))

=

(
1 + hλ+

(hλ)2

2

)
yn = . . . =

(
1 + hλ+

(hλ)2

2

)n+1

y0.

Por tanto,

ĺım
n→∞

yn = 0⇔
∣∣∣∣1 + hλ+

(hλ)2

2

∣∣∣∣ < 1.

Luego, el método de Euler modificado no esA–estable y su región deA–estabilidad
es ∣∣∣∣1 + hλ+

(hλ)2

2

∣∣∣∣ < 1, (F.1)

es decir, si tomamos z := hλ la region de A-estabilidad es

RA =

{
z ∈ C−/

∣∣∣∣1 + z +
z2

2

∣∣∣∣ < 1

}
,

donde C− denota el semiplano izquierdo. Con Matlab podemos dibujar de forma
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simple la frontera de esta región, a saber,∣∣∣∣1 + z +
z2

2

∣∣∣∣ = 1

Recuerde que los números complejos de módulo 1 pueden escribirse como

eiθ = cos(θ) + isen(θ).

frontera=[];

for j=0:pi/1000:2*pi % Generamos particion de [0,2pi]

% Se generan los coeficientes del polinomio

q=[1/2,1, 1-exp(1i*j)];}

% Se obtienen las raı́ces

r=roots(q);

frontera=[frontera,r(1),r(2)];

end

plot(frontera,’*r’, ’MarkerSize’, 1.5)

Figura F.1: Región de A-estabilidad del método de Euler modificado

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

Región de A−estabilidad

Fuente: Elaboración propia.

El radio de A–estabilidad es fácil de obtener tomando λ < 0 y por tanto
x := hλ < 0 en la inecuación (F.1)∣∣∣∣1 + x+

x2

2

∣∣∣∣ < 1⇔ −1 < 1 + x+
x2

2
< 1.

Aśı hay que resolver las inecuaciones

0 < 2 + x+
x2

2
y x+

x2

2
< 0,
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que nos determina x ∈ (−2, 0). Luego el radio de A–estabilidad de este método
es −2. Para determinar la región de A-estabilidad del método de Runge–Kutta
clásico las cuentas son más tediosas. Si aplicamos a la ecuación test y′(t) = λy(t),
con λ ∈ C, <(λ) < 0, el método (6.15), a saber

yn+1 = yn +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4),

k1(tn, yn, h) = f(tn, yn) = λyn

k2(tn, yn, h) = f

(
tn +

h

2
, yn +

h

2
k1

)
= λ

(
yn +

hλ

2
yn

)
=

(
1 +

hλ

2

)
λyn

k3(tn,yn, h) = f

(
tn +

h

2
, yn +

h

2
k2

)
=

(
1 +

hλ

2
+

(hλ)2

4

)
λyn

k4(tn,yn, h) = f (tn + h, yn + hk3) =

(
1 + hλ+

(hλ)2

2
+

(hλ)3

4

)
λyn

Luego,

yn+1 = yn +
hλ

6
yn

(
1 + 2 + hλ+ 2 + hλ+

(hλ)2

2
+ 1 + hλ+

(hλ)2

2
+

(hλ)3

4

)
=

(
1 + hλ+

(hλ)2

2
+

(hλ)3

6
+

(hλ)4

24

)
yn

=

(
1 + hλ+

(hλ)2

2
+

(hλ)3

6
+

(hλ)4

24

)n+1

y0.

Procediendo de forma análoga al caso anterior obtenemos:

ĺım
n→∞

yn = 0⇔
∣∣∣∣1 + hλ+

(hλ)2

2
+

(hλ)3

6
+

(hλ)4

24

∣∣∣∣ < 1.

Luego, el método de Runge–Kutta clásico no es A–estable y su región de A–
estabilidad es ∣∣∣∣1 + hλ+

(hλ)2

2
+

(hλ)3

6
+

(hλ)4

24

∣∣∣∣ < 1, (F.2)

es decir, si tomamos z := hλ la region de A-estabilidad es

RA =

{
z ∈ C−/

∣∣∣∣1 + z +
z2

2
+
z3

6
+
z4

24

∣∣∣∣ < 1

}
.

Para dibujar la frontera ∣∣∣∣1 + z +
z2

2
+
z3

6
+
z4

24

∣∣∣∣ = 1

procedemos como con el anterior script de Matlab cambiando obviamente el po-
linomio q a

q=[1/24, 1/6, 1/2,1, 1-exp(1i*j)];
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obteniendo la región de A–estabilidad como la región acotada por la frontera
dibujada en la Figura F.2 El radio de A–estabilidad es técnicamente más com-

Figura F.2: Región de A-estabilidad del método de Runge–Kutta clásico

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5
-3

-2

-1

0

1

2

3
Región de A-estabilidad

Fuente: Elaboración propia.

plicado que en el caso anterior. Se toma λ < 0 y por tanto x := hλ < 0 en la
inecuación (F.2)∣∣∣∣1 + x+

x2

2
+
x3

6
+
x4

24

∣∣∣∣ < 1⇔ −1 < 1 + x+
x2

2
+
x3

6
+
x4

24
< 1.

Aśı hay que resolver las inecuaciones

0 < 1 + x+
x2

2
+
x3

6
+
x4

24
y x+

x2

2
+
x3

6
+
x4

24
< 0.

Con la ayuda de Matlab (orden roots) podemos ver que la desigualdad de la
izquierda se cumple siempre y que la ecuación x+ x2

2
+ x3

6
+ x4

24
tiene como ráıces

reales a 0 y a −2,785293563405274. De donde, es fácil deducir que el radio de A–
estabilidad de este método es −2,785293563405274. En la mayoŕıa de los textos,
aparece −2,78 pues se usa truncamiento y no redondeo, ya que en este caso el
redondeo a −2,79 nos haŕıa estar fuera de la región de A-estabilidad. 2

Ejemplo F.5. a) Dada la tabla de Butcher

0
3/4 X

Y Z

Determine X, Y y Z para que sea convergente de orden 2.

b) Para el método de Runge–Kutta del apartado anterior establezca el radio de
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A–estabilidad.

c) Dada la EDO y′′(t)+105y′(t)+452,25y(t) = 10 sen(t). Estudie la estabilidad.
¿Es stiff? Si se le aplicará el método del apartado a), ¿qué paso escogeŕıa?
Sin resolver la EDO, diga cómo se comportan la soluciones cuando t es muy
grande (t→∞).

Solución: a) Por el Teorema 6.4 para que sea convergente ha de cumplirse que
Y + Z = 1, por las condiciones de orden (6.13), X = 3/4, y por el Lema 6.1,
3Z
4

= 1/2. Luego obtenemos

X =
3

4
, Y =

1

3
, Z =

2

3
.

b) El método del apartado a) es

yn+1 = yn +
h

3
(f(tn, yn) + 2f(tn + 3/4h, yn + 3/4hf(tn, yn))) .

Luego aplicando a la ecuación test y′(t) = λy(t) con <(λ) < 0, se obtiene

yn+1 = yn +
h

3
(λyn + 2λ(yn + 3/4hλyn)) =

(
1 + hλ+

(hλ)2

2

)
yn

= . . . =

(
1 + hλ+

(hλ)2

2

)n+1

y0.

Por tanto,

ĺım
n→∞

yn = 0⇔
∣∣∣∣1 + hλ+

(hλ)2

2

∣∣∣∣ < 1.

Luego, este método no es A–estable y su región de A–estabilidad es∣∣∣∣1 + hλ+
(hλ)2

2

∣∣∣∣ < 1.

Como coincide con la región de A–estabilidad del método de Heun (del ejercicio
anterior), hemos calculado que su radio de A–estabilidad es −2. En verdad, se
puede probar que todo método de Runge–Kutta expĺıcito de 2 estados y orden 2
tiene la misma región de A-estabilidad. Animamos al lector a probarlo.

c) Obtenemos las ráıces del polinomio caracteŕıstico r2 + 105r + 452,25 aso-
ciado a la EDO. Éstas son r1 = −100,5 y r2 = −4,5. Por tanto la EDO es
asintóticamente estable. Para ver si es stiff, calculamos

rs =
100,5

4,5
= 22,333...,

luego podemos considerar que el problema es stiff. Si se le aplicara el método del
apartado a), al ser un problema stiff y no ser este método A–estable pero con
radio de A-estabilidad −2, el paso debe cumplir de acuerdo a (6.12)

h < 2/100,5 ≈ 0,0199005.
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y también dividir a la amplitud del intervalo donde resolvamos el PVI.

Finalmente, sabemos de la teoŕıa básica de EDO que la solución de esta ecua-
ción diferencial viene dada por

y(t) = yp(t) + C1e
−100,5t + C2e

−4,5t,

donde yp(t) es una solución particular de la EDO completa y puesto que la par-
te no homogénea es 10 sen(t) entonces yp(t) será una combinación lineal de las
funciones sen(t) y cos(t). En cualquier caso,

y(t) ≈ yp(t), t→∞. 2

Ejemplo F.6. Una bola de nieve esférica de radio inicial 4cm se derrite de forma
que la variación de su radio, r(t), es proporcional al área de su superficie.

a) Establezca el modelo diferencial. Si a la media hora el radio es de 2cm,
calcule la constante de proporcionalidad y resuelva el modelo diferencial
anaĺıticamente. Desde el punto de vista matemático, ¿cuándo se derrite
completamente la bola de nieve?

b) Con el dato obtenido en el apartado anterior, aplique el método de Euler en
[0, 1] con paso h ≤ 0,25.

c) Compare los resultados exactos y los aproximados obtenidos en el apartado
b) (construya una tabla de errores de discretización). Interprete los resul-
tados.

Solución: a) El área de la superficie de una esfera en función del radio r es 4πr2.
Por tanto, el modelo es {

r′(t) = k4πr2(t),
r(0) = 4,

donde k es la constante de proporcionalidad y además sabemos que r(0,5) = 2.
Podemos resolver anaĺıticamente este problema y por tanto no hay necesidad
de métodos numéricos de ah́ı el nombre usual de “toy problem” que podemos
traducir como “problema de juguete” (es decir, es un problema para practicar,
“jugar”).

dr

dt
= 4πkr2 ⇒ dr

r2
= 4πkdt⇒

∫
dr

r2
=

∫
4πkdt⇒ −1

r
= 4πkt+ C.

Por tanto,

r(t) =
−1

4πkt+ C
,

usando la condición inicial y que sabemos que r(0,5) = 2, obtenemos C = −1/4
y k = −1/(8π). Aśı que el modelo diferencial y su solución anaĺıtica son:{

r′(t) = −1
2
r2(t),

r(0) = 4,
⇒ r(t) =

4

2t+ 1
.

270



Desde un punto de vista estrictamente matemático con este modelo la bola no
se derrite nunca, ya que r(t) no se anula nunca. Para tiempos suficientemente
grandes el radio seŕıa insignificante.

b) Tomaremos h = 0,25, por tanto , N = 1/0,25 = 4. La aplicación al ser
un problema escalar simple es muy sencilla. Notaremos rn ≈ r(tn), quedando el
método de Euler como

rn+1 = rn + hf(tn, rn) = rn + 0,25

(
−1

2
r2
n

)
= rn − 0,125r2

n.

Luego,

r1 = r0 − 0,125r2
0 = 4− 0,125 ∗ 42 = 2.

r2 = r1 − 0,125r2
1 = 2− 0,125 ∗ 22 = 1,5.

r3 = r2 − 0,125r2
2 = 1,5− 0,125 ∗ 1,52 = 1,21875.

r4 = r3 − 0,125r2
3 = 1,21875− 0,125 ∗ 1,218752 ≈ 1,03308.

Lo que nos dice por ejemplo es que a los 3/4 de hora el radio de la bola de nieve
aplicando el método de Euler es de r3 = 1,21875 ≈ r(0,75).

c) La tabla de errores de discretización es:

Valor exacto Valor aproximado Error en valor absoluto
t=0.25 8/3 2 0.666667
t=0.5 2 1.5 0.5
t=0.75 8/5 1.21875 0.38125
t=1 4/3 1.03308 0.300252

Es obvio que los errores cometidos con la aproximación obtenida por el método
de Euler son muy grandes, pero hay que tener en cuenta que hemos usado un
método con orden 1 (el más pequeño posible) y a un paso muy grande h = 0,25,
aśı que los errores son O(0,25). Se puede obtener resultados muchos mejores si
usan un paso más pequeño. Inténtelo con h = 0,001. 2

Ejemplo F.7. a) Un ingeniero requiere un método de Runge–Kutta de 2 es-
tados. Se le proporciona el siguiente, dado por la tabla de Butcher,

3−
√

3
6

1
4

3−2
√

3
12

3+
√

3
6

3+2
√

3
12

1
4

1
3

1
2

Razonar la opinión del ingeniero sobre este método.

b) La tabla de Butcher de un método de Runge–Kutta expĺıcito de 2 estados
convergente y de orden 2 es:

0
α 5/8

β 6γ

Calcule los valores de las constantes α, β y γ . De la expresión expĺıcita el
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método. Escriba un paso genérico de este método si tuviera que resolver el
PVI {

y′(t) = −t2 y(t) + t , t ∈ [0, 3/2],
y(0) = 1.

Solución: a) Pues no pensaŕıa muy bien de nosotros ni del método pues no es
convergente ya que

1

3
+

1

2
6= 1.

b) Para este apartado podemos proceder como en el ejemplo F.5, apartado a).
Aśı, para que sea convergente ha de cumplirse que β+6γ = 1, por las condiciones
de orden (6.13), α = 5/8, y por el Lema 6.1, 15γ

4
= 1/2. Luego obtenemos

α =
5

8
, β =

1

5
, γ =

2

15
.

Entonces, el método es

yn+1 = yn +
h

5
(k1(tn,yn, h) + 4k2(tn,yn, h)),

donde

k1(tn,yn, h) = f(tn,yn),

k2(tn,yn, h) = f

(
tn +

5h

8
,yn +

5h

8
f(tn,yn)

)
.

Para el PVI escalar propuesto tenemos

f(tn, yn) = −t2nyn + tn,

yn +
5h

8
f(tn, yn) =

(
1− 5h

8
t2n

)
yn +

5h

8
tn,

f

(
tn +

5h

8
, yn +

5h

8
f(tn, yn)

)
= −

(
tn +

5h

8

)2((
1− 5h

8
t2n

)
yn +

5h

8
tn

)
+ tn +

5h

8
.

Por tanto, el método en un paso genérico quedaŕıa como{
yn+1 = yn + h

5

(
−t2nyn + tn + 4

(
−
(
tn + 5h

8

)2 ((
1− 5h

8
t2n
)
yn + 5h

8
tn
)

+ tn + 5h
8

))
,

y0 = 1.

Evidentemente esto es un ejercicio teórico, si queremos resolverlo de forma prácti-
ca, aunque no lo pide el problema, podemos programar este método de forma
sencilla como se verá en la sección siguiente. 2

Ejemplo F.8. Estudie las propiedades del método de Adams–Moulton de 1 paso
o método trapezoidal (6.17).
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Solución: El método es:

yn+1 − yn =
h

2
(fn+1 + fn) .

Por tanto,

α(r) = r − 1 y β(r) =
r + 1

2
.

El único cero de α(r) es 1, por tanto verifica la condición ráız. Además α′(1) =
β(1) = 1. Aplicando el Corolario 6.2 tenemos que es convergente y es evidente
que es fuertemente estable.

Veamos su orden. Sabemos que C−1 = C0 = 0.

C1 =
1

2
α1 − β1 =

1

2
− 1

2
= 0,

C2 =
1

6
α1 −

1

2
β1 =

1

6
− 1

4
= − 1

12
.

Por tanto, el método trapezoidal es de orden 2 con C2 = −1/12.

Estudiemos la A–estabilidad. Para ello consideremos la ecuación test y′(t) =
λy(t) con <(λ) < 0. Entonces, nos queda

yn+1 − yn =
hλ

2
(yn + yn+1) ⇒

(
1− λh

2

)
yn+1 −

(
1 +

λh

2

)
yn = 0

⇒ yn+1 =
1 + λh

2

1− λh
2

yn.

Procediendo recursivamente tenemos

yn+1 =

(
1 + λh

2

1− λh
2

)n+1

y0 =

(
1 + z

1− z

)n+1

y0,

donde hemos denotado z :=
λh

2
= a + bi, con a < 0 puesto que <(λ) < 0. Basta

observar que

|1 + z| =
√

(1 + a)2 + b2 <
√

(1− a)2 + b2 = |1− z|,

donde se ha usado que |1 + a| < 1− a, cuando a < 0. Por tanto,
∣∣1+z

1−z

∣∣ < 1, y aśı,

ĺım
n→∞

yn = 0.

Aplicando la Definición 6.13 el método trapezoidal o Adams–Moulton de 1 paso
es A–estable.

Note que z está en el semiplano de la izquierda y 1+z
1−z está en el disco unidad

abierto, en verdad, la transformación z ↪→ 1+z
1−z es la transformación conforme del

semiplano de la izquierda en el disco unidad abierto.2

Ejemplo F.9. Deduzca el método de Adams–Bashforth de 2 pasos del esquema
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general (6.22). Apĺıquelo a la resolución del PVI{
y′′(t) = t(y′(t) + 1) + y(t), t ∈ [0, 1],
y(0) = −1, y′(0) = 2.

Solución: Tomando k = 2 en el esquema (6.22) obtenemos:

yn+2 − yn+1 = h

1∑
i=0

γi∇ifn+1 = h(γ0fn+1 + γ1∇fn+1) = h(γ0fn+1 + γ1(fn+1 − fn))

= h((γ0 + γ1)fn+1 − γ1fn).

Puesto que

γ0 =

∫ 1

0

(
−s
0

)
ds =

∫ 1

0

ds = s|s=1
s=0 = 1,

γ1 = −
∫ 1

0

(
−s
1

)
ds = −

∫ 1

0

(−s)ds =
s2

2

∣∣∣∣s=1

s=0

=
1

2
,

entonces el método es {
yn+2 − yn+1 = h

2
(3fn+1 − fn),

y0, y1.

Sabemos por el Teorema 6.7 que es convergente, veamos de qué orden usando
(6.21):

C1 =
1

2
(−1 + 4)− 3

2
= 0,

C2 =
1

6
(−1 + 8)− 1

2
· 3

2
=

7

6
− 3

4
=

5

12
.

Luego el método es de orden 2 y teniendo en cuenta la Proposición 6.6 para
calcular y1 se necesita un método de 1 paso de orden al menos 2. Usaremos el
siguiente método de Runge–Kutta (RK) de orden 2

0
1/2 1/2

0 1

Puesto que lo vamos a hacer de forma manual (toy problem) tomaremos un paso
grande h = 0,25. Por tanto, N = 1/0,25 = 4. Lo primero que hemos de hacer
es pasar esta EDO de orden 2 a un sistema de EDO. Notamos y1(t) := y(t) e
y2(t) = y′(t), entonces nos queda

y′1(t) = y2(t), t ∈ [0, 1],
y′2(t) = t(y2(t) + 1) + y1(t),
y1(0) = −1, y2(0) = 2.

Aplicar RK para un sistema EDO manualmente es bastante tedioso. f es una
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función vectorial determinada por

f(tn,yn) = f(tn, y1,n, y2,n) =

{
f1(tn, y1,n, y2,n)
f2(tn, y1,n, y2,n)

=

{
y2,n,
tn(y2,n + 1) + y1,n.

Aśı,

yn +
h

2
f(tn,yn) =

(
y1,n

y2,n

)
+
h

2

(
f1(tn, y1,n, y2,n)
f1(tn, y1,n, y2,n)

)
=

(
y1,n + h

2
y2,n

y2,n + h
2
(tn(y2,n + 1) + y1,n)

)
,

y

f(tn + h/2,yn + h/2f(tn,yn)) =(
y2n +

h
2 (tn(y2n + 1) + y1n)(

tn +
h
2

)
×
(
y2n +

h
2 (tn(y2n + 1) + y1n) + 1

)
+ y1n +

h
2y2n

)
Luego,(

y1,n+1

y2,n+1

)
=

(
y1n

y2,n

)
+ 0,25

(
y2n +

h
2 (tn(y2n + 1) + y1n)(

tn +
h
2

)
×
(
y2n +

h
2 (tn(y2n + 1) + y1n) + 1

)
+ y1n +

h
2y2n

)
Por tanto, sólo queda sustituir numéricamente n = 0(

y1,1

y2,1

)
=

(
−1
2

)
+ 0,25

(
2− 0,125

0,125(2− 0,125 + 1)− 1 + 2× 0,125

)
=

(
−0,53125
1,90234

)
Ya estamos en condiciones de aplicar el método de Adams–Bashforth de 2 pasos
que queda como(
y1,n+2

y2,n+2

)
=

(
y1,n+1

y2,n+1

)
+ 0,125

(
3

(
y2,n+1

tn+1(y2,n+1 + 1) + y1,n+1

)
−
(

y2,n

tn(y2,n + 1) + y1,n

))
.
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Entonces, el primer paso nos daŕıa(
y1,2

y2,2

)
=

(
y1,1

y2,1

)
+ 0,125

(
3

(
y2,1

t1(y2,1 + 1) + y1,1

)
−
(

y2,0

t0(y2,0 + 1) + y1,0

))
=

(
−0,53125
1,90234

)
+ 0,125

(
3

(
1,90234

0,25(1,90234 + 1)− 0,53125

)
−
(

2
−1

))
=

(
−0,0678725

2,10022

)
.

Entonces y1,2 = −0,0678725 ≈ y1(0,5) = y(0,5) e y2,2 = 2,10022 ≈ y2(0,5) =
y′(0,5). Notad que al estar resolviendo una EDO de orden 2 lo que nos interesa
son los valores y1,n. Procediendo análogamente se obtiene:(

y1,3

y2,3

)
=

(
0,48192
2,63177

)
,

(
y1,4

y2,4

)
=

(
1,20630
3,64864

)
.

Obviamente este problema se ha hecho con este paso para que se comprenda como
se hace manualmente pero si estamos usando Matlab podemos coger un paso de
h = 0,001 y obtener la figura F.3. 2

Figura F.3: Dibujo de la solución (y de su derivada) del PVI planteado en Ejemplo
F.9

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

 

 

y(t)

y’(t)

Fuente: Elaboración propia.

Ejemplo F.10. Estudie en función del parámetro a ∈ R las propiedades del
siguiente método multipaso lineal

yn+2 − (a+ 1)yn+1 + ayn =
h

12
((5 + a)fn+2 + 8(1− a)fn+1 − (5a+ 1)fn) .
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Solución: En primer lugar determinamos los polinomios caracteŕısticos α(r) y
β(r).

α(r) = r2 − (a+ 1)r + a y β(r) =
5 + a

12
r2 +

2(1− a)

3
r − 5a+ 1

12
.

Veamos las condiciones para que α(r) verifique la condición ráız y, por tanto, sea
estable.

α(r) = 0⇒ r1 = a, r2 = 1.

Luego α(r) verifica la condición ráız si y sólo si a ∈ [−1, 1). Por tanto, el método
no es convergente si a 6∈ [−1, 1). Note que si a = −1, el método será estable pero
no fuertemente estable. Respecto a la consistencia,

α′(r) = 2r − (a+ 1)⇒ α′(1) = 1− a = β(1) 6= 0⇔ a 6= 1.

Por tanto, consistente si y sólo si a 6= 1. Aplicando el Corolario 6.2 tenemos que
el método propuesto es convergente si y sólo si a ∈ [−1, 1) y fuertemente
estable si a ∈ (−1, 1). El resto de propiedades solo tiene interés estudiarlas para
los valores de a para los cuales el método es convergente. Veamos el orden. Por
el Teorema 6.9 al ser el método de 2 pasos e impĺıcito el orden a lo sumo es 4.
Partimos de los siguientes datos:

α1 = −(a+ 1), β1 =
2(1− a)

3
,

α2 = 1, β2 =
5 + a

12
.

Entonces,

C1 =
1

2
(−(1 + a) + 4)−

(
2(1− a)

3
+

5 + a

12
· 2
)

=
3− a

2
− 3− a

2
= 0,

C2 =
1

6
(−(1 + a) + 8)− 1

2

(
2(1− a)

3
+

5 + a

12
· 4
)

=
7− a

6
− 7− a

6
= 0,

C3 =
1

24
(−(1 + a) + 16)− 1

6

(
2(1− a)

3
+

5 + a

12
· 8
)

=
−1− a

24
= 0⇔ a = −1.

Por tanto, el método es de orden exactamente 3 si y sólo a ∈ (−1, 1). ¿Qué pasa
si a = −1? Pues que C4 6= 0 para a = −1 ya que como hemos visto el método
tiene a lo sumo orden 4 y no hace falta calcularlo. Si se calcula C4 = −1/90.

En conclusión:

El método es convergente, fuertemente estable y de orden 3 si y sólo a ∈
(−1, 1).

El método es convergente y de orden 4 (es un método óptimo) si y sólo
si a = −1. Recuerde que los óptimos no son fuertemente estables. En este
caso el método queda como

yn+2 − yn =
h

3
(fn+2 + 4fn+1 + fn) ,
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que es el método que se obtiene integrando con la regla de Simpson, por
eso es conocido como método de Simpson. 2

Ejemplo F.11. Obtenga el método de Adams–Moulton de 3 pasos. Dibuje su
región de A–estabilidad y compruebe que su radio de A–estabilidad es −3.

Solución: Tomando k = 3 en el esquema general de los métodos de Adams–
Moulton (6.23) se obtiene:

yn+3 − yn+2 = h

3∑
i=0

ηi∇ifn+3 con ηi = (−1)i
∫ 0

−1

(
−s
i

)
ds.

Calculemos todos los parámetros implicados:

∇0fn+3 = fn+3,

∇1fn+3 = fn+3 − fn+2,

∇2fn+3 = ∇(∇fn+3) = ∇(fn+3 − fn+2) = ∇fn+3 −∇fn+2

= fn+3 − 2fn+2 + fn+1,

∇3fn+3 = ∇(∇2fn+3) = ∇(fn+3 − 2fn+2 + fn+1) = ∇fn+3 − 2∇fn+2 +∇fn+1

= fn+3 − 3fn+2 + 3fn+1 − fn.

En verdad, hay una relación general, y muy bonita, con los coeficientes del
triángulo de Tartaglia (equivalentemente los coeficientes del binomio de Newton):

∇ifn+j =
i∑

k=0

(−1)k
(
i

k

)
fn+j−k. (F.3)

Por otra parte,

η0 =

∫ 0

−1

ds = s|s=0
s=−1 = 1,

η1 = −
∫ 0

−1

(−s)ds =
s2

2

∣∣∣∣s=0

s=−1

= −1

2
,

η2 =

∫ 0

−1

−s(−s− 1)

2
ds =

1

2

∫ 0

−1

(s2 + s)ds =
1

2

(
s3

3
+
s2

2

)∣∣∣∣s=0

s=−1

= − 1

12
,

η3 = −
∫ 0

−1

−s(−s− 1)(−s− 2)

6
ds =

1

6

∫ 0

−1

(s3 + 3s2 + 2s)ds

=
1

6

(
s4

4
+ s3 + s2

)∣∣∣∣s=0

s=−1

= − 1

24
.
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Por tanto,

3∑
i=0

ηi∇ifn+3 = fn+3 −
1

2
(fn+3 − fn+2)− 1

12
(fn+3 − 2fn+2 + fn+1)

− 1

24
(fn+3 − 3fn+2 + 3fn+1 − fn)

=
1

24
(9fn+3 + 19fn+2 − 5fn+1 + fn) ,

de donde se obtiene{
yn+3 − yn+2 =

h

24
(9fn+3 + 19fn+2 − 5fn+1 + fn) ,

y0, y1, y2.

Recordamos del Caṕıtulo 6 que para obtener la frontera tomamos r = eiθ con
θ ∈ [0, 2π] (|r| = 1) y hacemos

p(eiθ) = 0⇒ α(eiθ)− λhβ(eiθ) = 0⇒ λh =
α(eiθ)

β(eiθ)
.

En nuestro caso α(r) = r3 − r2 y β(r) = 1
24

(9r3 + 19r2 − 5r + 1) . Un sencillo
script de Matlab para dibujar dicha frontera es:

al=@(r) r.^3-r.^2;

be=@(r) 1/24*(9*r.^3+19*r.^2-5*r+1);

frontera=[];

for j=0:pi/1000:2*pi

v1=al(exp(1i*j));

v2=be(exp(1i*j));

z=v1/v2;

frontera=[frontera,z];

end

plot(frontera,’*r’, ’MarkerSize’, 1.5)

Se obtiene la Figura F.4.

En el Caṕıtulo 6 se dio que el radio de A–estabilidad de este método es
−3. Ahora vamos a probarlo usando el criterio de Routh–Hurwitz. Aplicamos el
método a la ecuación test y′ = λy con λ < 0 y notando H = h/24 obtenemos:

yn+3 − yn+2 = H(9λyn+3 + 19λyn+2 − 5λyn+1 + λyn)

⇓

−λHyn + 5λHyn+1 − (19λH + 1)yn+2 + (1− 9λH)yn+3 = 0.

Luego, el polinomio caracteŕıstico es:

p(r) = −λH + 5λHr − (19λH + 1)r2 + (1− 9λH)r3.
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Figura F.4: Dibujo de la región A-Estabilidad del método de Adams–Moulton de
3 pasos

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5
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Fuente: Elaboración propia.

Considerando la transformación conforme r = (1 + z)/(1− z) tenemos que

q(z) = (1− z)3p

(
1 + z

1− z

)
= (16λH+ 2)z3 + (4−16λH)z2 + (2−48λH)z−24λH.

Para mayor comodidad, notamos ĥ = λH y el criterio de Routh–Hurwitz (Lema
6.3) nos determina las siguientes desigualdades:

2 + 16ĥ > 0

4− 16ĥ > 0

2− 48ĥ > 0

−24ĥ > 0

144ĥ2 − 2ĥ+ 1 > 0

Resolviéndolas obtenemos

ĥ = λH = λ
h

24
∈ (−1/8, 0)⇒ λh ∈ (−3, 0).

Luego el radio de A–estabilidad de Adams–Moulton de 3 pasos es −3. 2

F.2. Implementación en Matlab de los métodos

de Runge–Kutta y de Adams–Basforth. Órde-

nes ode

En esta sección vamos a implementar el método de Runge–Kutta clásico (6.15)
y el método de Adams–Bashforth de 4 pasos, ambos con paso fijo h. Además,
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comentaremos las órdenes ode que Matlab tiene para la resolución de PVI. Su
aplicación a problemas concretos se verá en la sección siguiente.

F.2.1. Método de Runge–Kutta clásico

El simple código que se va a implementar resuelve numéricamente sistemas de
m EDO (y por tanto también ecuaciones diferenciales de orden m) con el método
de Runge–Kutta clásico (6.15). Variando de forma sencilla este código se puede
implementar cualquier método de Runge–Kutta expĺıcito de R estados.

function [t,y]=rkc(f,a,b,y0,n)

h=(b-a)/n;

m=length(y0);

y=zeros(m,n+1);

t=a+h*(0:n); y(:,1)=y0’;

for i=1:n

k1=feval(f,t(i),y(:,i));

k2=feval(f,t(i)+h/2,y(:,i)+h/2*k1);

k3=feval(f,t(i)+h/2,y(:,i)+h/2*k2);

k4=feval(f,t(i)+h,y(:,i)+h*k3);

y(:,i+1)=y(:,i)+h/6*(k1+2*k2+2*k3+k4);

end

Nota F.1. Comentarios al programa:

1. Los inputs del programa son:

f. Es el sistema de EDO. Recuerde que tal y como vimos en el Caṕıtulo
6 si el PVI a resolver está asociado a una EDO de orden superior ha
de convertirlo a un sistema (Proposición 6.2).

a. Es el extremo inferior del intervalo de resolución I = [a, b]. Usual-
mente es 0, o se puede hacer un cambio de variable para que sea 0 tal
y como se vio en el Caṕıtulo 6.

b. Es el extremo superior del intervalo de resolución I = [a, b].

y0. Es el vector de las condiciones iniciales y tal como se ha hecho el
programa ha de ser introducido como un vector fila. Se puede modificar
fácilmente el programa para ser introducido como un vector columna.

n. El número de puntos menos 1 de la partición. Recuerde que una
partición ∆ = {ti}ni=0 tiene n + 1 puntos. Observe que en la ĺınea 5
de programa se ha definido t que es un vector de n+ 1 puntos corres-
pondiente a la partición ∆. Probablemente, sea más intuitivo para un
usuario no versado que en vez de introducir el número n se introduje-
ra directamente el paso y se modificará la ĺınea 2 a n=(b-a)/h; Sin
embargo, esto causa problemas porque n ha de ser un número entero y
Matlab no lo identifica siempre aśı. Esto se puede paliar con algunas
órdenes de Matlab, pero para este caṕıtulo básico hemos decidido op-
tar por la v́ıa sencilla que es tomar n. En cualquier caso, se anima al
lector a que experimente.
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2. Los outputs del programa son:

t. Es la partición creada de I.

y. Es la solución del PVI. Es una matriz de m filas y n+ 1 columnas.

3. Se puede modificar el programa para que dibuje automáticamente la solu-
ción, por ejemplo incluyendo al final las ĺıneas de programa

for i=1:m

plot(t, y(i,:),’*’,’Color’,[i/m,0,0],’MarkerSize’, 1.5), hold on

end

Las distintas componentes de la función vectorial solución son dibujadas en
una escala de rojos siendo el rojo más intenso el correspondiente a ym. Por
supuesto, esto puede ser modificado al gusto. También lo puede modificar
para que dibuje sólo una componente, lo cual puede resultar útil en el caso
de un PVI asociado a una EDO de orden superior.

F.2.2. Método de Adams–Bashforth de 4 pasos

Es un método de orden 4 ampliamente usado al igual que Runge–Kutta clásico
visto anteriormente. Recordamos que fue dado en (6.18)

yn+4 − yn+3 =
h

24
(55fn+3 − 59fn+2 + 37fn+1 − 9fn) .

Su implementación es sencilla y los otros métodos de Adams–Bashforth se
puede implementar de forma totalmente análoga.

function [t,y]=ab4(f,a,b,y0,n)

h=(b-a)/n;

m=length(y0);

t=a+h*(0:n);

y=zeros(m,n+1);

[w,z]=rkc(f,a, a+3*h,y0,3);

for i=1:4

y(:,i)=z(:,i);

end

for i=1:n-3

y(:,i+4)=y(:,i+3)+h/24*(55*feval(f,t(i+3),y(:,i+3))-...

59*feval(f,t(i+2),y(:,i+2))+37*feval(f,t(i+1),y(:,i+1))...

-9*feval(f,t(i),y(:,i)));

end

Nota F.2. Esencialmente son válidos los comentarios hechos para el programa
de Runge–Kutta clásico. Aśı que sólo comentaremos lo nuevo:
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1. Puesto que Adams–Bashforth de 4 pasos tiene orden 4 (puede comprobarlo
con (6.21)), el cálculo de las condiciones iniciales no proporcionadas por el
PVI, a saber y1, y2 e y3 han de ser calculadas con un método de orden al
menos 4 (ver Proposición 6.6 y Nota 6.8). En esta implementación se usa
el método de Runge–Kutta clásico programado anteriormente.

2. Aunque debe ser conocido de Matlab, la manera de cortar ĺıneas cuando
todo el texto no entra en una sola ĺınea es usar .... Por eso aparecen ...

en las ĺıneas 11 y 12 del programa.

F.2.3. Órdenes ode de Matlab

Matlab tiene las órdenes ode... que son muy potentes para resolver todo tipo
de PVI. Es conveniente que consulte la ayuda del programa donde se describe
con claridad las órdenes y aconseja que método usar según sea el PVI. Un breve
resumen es:

Métodos para PVI no stiff

ode45 Usa el método Runge–Kutta embebido Dormand–Prince (4,5). Lo
aconseja como el aplicable “por defecto”.

ode23 Usa el método Runge–Kutta embebido Bogacki–Shampine (2,3).

ode113 Usa predictor–corrector Adams–Bashforth–Moulton.

Métodos para PVI stiff

ode15s Usa métodos basados en fórmulas de diferenciación numérica.

ode23s Usa una modificación del método de Rosenbrock de orden 2 ([9,
p.254]).

ode23t Basado en el método trapezoidal. Para problemas moderadamen-
te stiffs.

ode23tb Basado en el uso conjunto del método trapezoidal y de otro de
diferencias regresivas de orden 2.

También tiene la orden ode15i para resolver ecuaciones diferenciales impĺıcitas.
La sintaxis de las órdenes ode es sencilla y a la vez muy completa. Aqúı

indicaremos los aspectos básicos, pero recomendamos a lector que consulte la
ayuda de Matlab pues el input correspondiente a options es muy útil, por ejemplo,
se puede fijar una tolerancia. La sintaxis es:

[t,y] = ode23t(odefun,tspan,y0,options)

El primer input, odefun, corresponde al PVI a resolver; el segundo, tspan, al
intervalo donde vamos a resolver el PVI; el tercero, y0, a las condiciones iniciales;
y el cuarto, options, a las opciones. Los outputs básicos son la partición, t, y la
solución numérica del PVI, y.
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F.3. Ejemplos usando Matlab

En esta sección vamos a mostrar ejemplos o ejercicios resueltos como en la
primera sección de este apéndice pero ahora usaremos Matlab para resolverlos.

Ejemplo F.12. Resuelva el PVI
y′1(t) = 1195y1(t)− 1995y2(t), t ∈ [0, 1],
y′2(t) = 1197y1(t)− 1997y2(t),
y1(0) = 2, y2(0) = −2,

(F.4)

con el método de Runge–Kutta clásico. Compare con la solución la exacta. Use
también alguna orden ode para resolverlo.

Solución: Lo primero que tenemos que hacer es analizar la estabilidad de este
sistema. Para ellos creamos con Matlab la matriz de coeficientes y calculamos sus
valores propios.

a=[1195, -1995; 1197, -1997];

vp=eig(a)

vp =
-2.0000 -800.0000

Como todos los valores propios son negativos tenemos que el PVI es asintóti-
camente estable. Entonces veamos si es stiff, para eso calculamos su radio de
stiffness (ver (6.11))

rs = max(abs(real(vp)))/min(abs(real(vp)))

rs =
400.0000

Estamos ante un problema stiff. Entonces, si queremos resolverlo con el méto-
do de Runge–Kutta clásico (6.15), que no es A-estable (Teorema 6.5), tenemos
que hacerlo en su región de A–estabilidad. Como los valores propios son reales,
nos basta conocer su radio de A–estabilidad que es -2.785 (ver Ejemplo F.4). Aśı,
pues por (6.12) tenemos que tomar

h <
2,785

máx(|<(λi)|)
=

2,785

400
= 0,0069625, (F.5)

donde λi son los valores propios de la matriz de coeficientes del sistema. Aśı pues
podemos tomar h = 0,001 (también podŕıamos tomar h = 0,005 u otros valores
que respeten la restricción anterior). Con estos datos n = 1/0,001 = 1000. Por
tanto, hacemos

sis=@(t,y)[1195*y(1)-1995*y(2);1197*y(1)-1997*y(2)];

[t,y]=rkc(sis,0,1,[2,-2],1000);

Si queremos dibujar las soluciones basta hacer

plot(t,y(1,:),t,y(2,:))

para obtener la Figura F.5. La leyenda se ha incluido desde la ventana gráfica.

284



Figura F.5: Solución del PVI (F.4).
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Fuente: Elaboración propia.

Puesto que esto es un ejemplo básico (lo que en inglés suele denominarse “toy
problem”) podemos calcular la solución real y por tanto los errores cometidos.

solu=dsolve(’Dy1=1195*y1-1995*y2, Dy2=1197*y1-1997*y2’,’y1(0)=2,y2(0)=-2’);

Si queremos ver la solución anaĺıtica basta hacer

solu.y1

10*exp(-2*t) - 8*exp(-800*t)
solu.y2

6*exp(-2*t) - 8*exp(-800*t)

Para calcular el error de discretización evaluamos la solución en los puntos de la
partición t generada,

ana=[subs(solu.y1,t); subs(solu.y2,t)];

y restamos numérica (y) y anaĺıtica (ana)

enh=double(y-ana);

que nos devuelve una matriz 2× 1001. Si queremos ver el error máximo cometido
en cada componente basta realizar:

format longEng

max(abs(enh(1,:)))

19.2349537288908e-003

para y1. Análogamente para y2. F́ıjese que el error es relativamente alto, ¿a qué
cree que es debido? ¿Dónde se alcanza este error?

Por otra parte, es interesante que ejecute el programa con un paso que no
cumpla la restricción (F.5). Como verá la solución es totalmente errónea y el
método no converge.
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Si queremos usar una orden ode de las descritas en la sección anterior ha de
tener en cuenta que el sistema es stiff. Podemos tomar ode23t que se recomienda
para problemas moderadamente stiff.

[t1,y1]=ode23t(sis,[0,1],[2, -2]);

plot(t1,y1(:,1),’-o’,t1, y1(:,2),’-o’)

obteniendo la Figura F.6. Observe que las órdenes ode almacena la solución por
columnas, es decir, en matrices de dimensiones n ×m donde n es el número de
elementos de la partición usada por la orden y m es el número de ecuaciones del
PVI. Para este ejemplo, tal y como puede ver en el Workspace, n = 50 y m = 2.
Es importante que observe que en los métodos programados en la Sección F.2 el
almacenamiento de la solución es por filas (Nota F.1, punto 2).

Figura F.6: Solución del PVI con ode23t
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Fuente: Elaboración propia.

Ejemplo F.13. Considere el modelo depredador–presa{
y′(t) = α y(t)− β y(t) z(t),
z′(t) = γ z(t) + δ y(t) z(t),

donde t es dado en años. Vamos a aplicarlo a un ecosistema de linces (depredador
z(t)) y conejos (presa y(t)). La población inicial de linces es 35 y la de conejos
100. Resolver el modelo diferencial con un método de Runge–Kutta (RK) expĺıcito
de 2 estados y orden 2 tomando α = 0,6 , β = 0,018 , γ = −0,7 y δ = 0,012 en
los siguientes casos:

a) (Toy problem) En el intervalo [0, 1] con h = 0,25.

b) En el intervalo [0, 10] con ayuda de Matlab. Dibuje la soluciones. Dibuje las
soluciones en el plano fase Y Z . ¿Qué interpretación biológica tienen los
resultados?
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c) Se puede considerar una modificación del problema considerando que cuando
haya demasiados linces ellos compiten entre śı por la comida, quedando el
modelo como


y′(t) = 0,6 y(t)− 0,018 y(t) z(t),
z′(t) = −0,01 z2(t) + 0,012 y(t) z(t),
y(0) = 100, z(0) = 35.

Donde también hemos reajustado el parámetro que multiplica a z2. Resuélva-
lo con Matlab y dibuje el plano fase Y Z en los intervalos [0, 10] y [0, 20].

Solución: El sistema a resolver es
y′(t) = 0,6 y(t)− 0,018 y(t) z(t),
z′(t) = −0,7 z(t) + 0,012 y(t) z(t),
y(0) = 100, z(0) = 35.

Puesto que podemos escoger el método RK de 2 estados y orden 2, tomaremos
α = 1/2 en (6.14) obteniendo el método cuya tabla de Butcher es

0
1/2 1/2

0 1

es decir,

yn+1 = yn + hk2(tn,yn) = yn + hf(tn + h/2,yn + h/2f(tn,yn)).

Hay que tener en cuenta que f es una función vectorial y el problema manualmente
se vuelve muy tedioso

f(tn,yn) = f(tn, yn, zn) =

{
f1(tn, yn, zn)
f2(tn, yn, zn)

=

{
0,6 yn − 0,018 yn zn,
−0,7 zn + 0,012 yn zn.

Aśı,

yn + h/2f(tn,yn) =

(
yn
zn

)
+
h

2

(
f1(tn, yn, zn)
f2(tn, yn, zn)

)
=

(
yn + h

2
(0,6yn − 0,018ynzn)

zn + h
2
(−0,7zn + 0,012ynzn)

)
,

y

f(tn + h/2,yn + h/2f(tn,yn)) =(
0,6(yn + h

2
(0,6yn − 0,018ynzn))− 0,018(yn + h

2
(0,6yn − 0,018ynzn))(zn + h

2
(−0,7zn + 0,012ynzn))

−0,7(zn + h
2
(−0,7zn + 0,012ynzn)) + 0,012(yn + h

2
(0,6yn − 0,018ynzn))(zn + h

2
(−0,7zn + 0,012ynzn))

)
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Luego, lo aplicamos con h = 0,25,(
yn+1

zn+1

)
=

(
yn
zn

)
+ 0,25×(

0,6(yn + 0,125(0,6yn − 0,018ynzn))− 0,018(yn + 0,125(0,6yn − 0,018ynzn))(zn + 0,125(−0,7zn + 0,012ynzn))
−0,7(zn + 0,125(−0,7zn + 0,012ynzn)) + 0,012(yn + 0,125(0,6yn − 0,018ynzn))(zn + 0,125(−0,7zn + 0,012ynzn))

)
Por tanto, sólo queda sustituir numéricamente desde n = 0 hasta n = 3 ya que
N = 1/0,25 = 4. Por ejemplo, el primer paso seŕıa(

y1

z1

)
=

(
100
35

)
+ 0,25×(

0,6(100 + 0,125(60− 0,018× 3500))− 0,018(100 + 0,125(60− 0,018× 3500))(35 + 0,125(−0,7× 35 + 0,012× 3500))
−0,7(35 + 0,125(−0,7× 35 + 0,012× 3500)) + 0,012(100 + 0,125(60− 0,018× 3500))(35 + 0,125(−0,735 + 0,012× 3500))

)
=

(
98,2721
39,6066

)
que nos indica el número estimado de conejos (98) y linces (40) a los tres meses.
Análogamente se obtiene

y2 = 94,5026 z2 = 44,4617
y3 = 88,8885 z3 = 49,2152
y4 = 81,8928 z4 = 53,4428

b) Si queremos de verdad abordar este PVI de EDO no lineales debes usar el
ordenador. Es muy sencillo adaptar el programa presentado en las prácticas con
Matlab a nuestra situación. De hecho podemos generar de forma elemental un
programa general para todos los métodos de RK expĺıcitos de 2 estados y orden
2.

function [t,y]=rk2g(f,a,b,y0,b1,n)

h=(b-a)/n;

m=length(y0);

y=zeros(m,n+1);

t=a+h*(0:n); y(:,1)=y0’;

b2=1-b1;

c2=1/(2*b2);

for i=1:n

k1=feval(f,t(i),y(:,i));

k2=feval(f,t(i)+c2*h,y(:,i)+c2*h*k1);

y(:,i+1)=y(:,i)+h*(b1*k1+b2*k2);

end

Observe que hemos introducido un parámetro nuevo b1 en el programa con esto
es suficiente pues sabemos que b1 + b2 = 1 para que sea convergente (Teorema
6.4) y que b2c2 = 1/2 para que sea de orden 2 (Lema 6.1). Por tanto, si queremos
usar el método del apartado a) bastará tomar b1 = 0. Resolvamos,

lc=@(t,y)[0.6*y(1)-0.018*y(1)*y(2);-0.7*y(2)+0.012*y(1)*y(2)];
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[t,y]=rk2g(lc,0,10,[100,35],0,100);

Podemos dibujar las gráficas de la evolución de linces y conejos como

plot(t,y(1,:),t,y(2,:))

obteniendo la Figura F.7.

Figura F.7: Población de linces y conejos en un periodo de 10 años
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Fuente: Elaboración propia.

Si queremos dibujar en el plano YZ, es decir, conejos frente a linces, solo hay
que hacer.

plot(y(1,:),y(2,:))

obteniendo la Figura F.8. Desde el punto de vista biológico nos quiere decir que
estas dos especies cohabitan y coexisten si no hay intervención de agentes externos
como, por ejemplo, los humanos. A la gráfica F.8 se le suele denominar ciclo de
la vida.

c) Procedemos como en el apartado b) y por variar de método RK vamos a
tomar b1 = 1/2.

lcm=@(t,y)[0.6*y(1)-0.018*y(1)*y(2);-0.01*y(2).^2+0.012*y(1)*y(2)];

[t,y]=rk2g(lcm,0,10,[100,35],1/2,100);

[t1,y1]=rk2g(lcm,0,20,[100,35],1/2,100);

Si dibujamos los planes fases requeridos obtenemos las Figuras F.9 y F.10.

Ejemplo F.14. Considere el método de Adams–Bashforth (AB) de 4 pasos (6.18).

a) Dibuje su región de A–estabilidad.

b) Apĺıquelo a la resolución del sencillo PVI
y′1(t) = −101y1(t) + 99y2(t), t ∈ [0, 1]
y′2(t) = 99y1(t)− 101y2(t),
y1(0) = 2, y2(0) = −1.
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Figura F.8: Ciclo de la vida
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Fuente: Elaboración propia.

Figura F.9: Plano fase en [0,10]
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Figura F.10: Plano fase en [0,20]
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Fuente: Elaboración propia.

Obtenga el valor de la solución en los puntos t = 0,025 y t = 0,83.

Solución: a) El método de AB de 4 pasos viene dado por:

yn+4 − yn+3 =
h

24
(55fn+3 − 59fn+2 + 37fn+1 − 9fn) .

El dibujo de su región de A–estabilidad se puede hacer de forma totalmente
análoga a la hecha en el Ejemplo F.11 para el método de Adams–Moulton de 3
pasos. Por tanto,

al=@(r) r.^4-r.^3;

be=@(r) 1/24*(55*r.^3-59*r.^2+37*r-9);

frontera=[];
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for j=0:pi/1000:2*pi

v1=al(exp(1i*j));

v2=be(exp(1i*j));

z=v1/v2;

frontera=[frontera,z];

end

plot(frontera,’*r’, ’MarkerSize’, 1.5)

obteniendo la Figura F.11 donde en la venta gráfica se ha marcado con una ĺınea
negra el eje imaginario.

Figura F.11: Región de A–estabilidad del método de Adams–Bashforth de 4 pasos.
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Fuente: Elaboración propia.

b) Lo primero es analizar la estabilidad.

a=[-101, 99; 99, -101];

vp=eig(a)

vp =
-200
-2

Como todos los valores propios son negativos tenemos que el PVI es asintóti-
camente estable. Entonces veamos si es stiff, para eso calculamos su radio de
stiffness (ver (6.11))

rs = max(abs(real(vp)))/min(abs(real(vp)))

rs =
100
Estamos ante un PVI stiff, aśı que tendremos que usar AB dentro de su

región de A–estabilidad. Conocemos del Caṕıtulo 6 que el radio de A–estabilidad
del método de AB de 4 pasos es −3/10. Por tanto, el paso ha de cumplir por
(6.12)

h <
3/10

máx(|<(λi)|)
=

3/10

200
=

3

2000
= 0,0015.
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La primera parte de apartado b) es elemental con el programa ab4.m que hemos
creado en la sección anterior.

si=@(t,y)[-101*y(1)+99*y(2); 99*y(1)-101*y(2)];

[t,y]=ab4(si,0,1,[2,-1],1000);

plot(t,y(1,:),’o’, t, y(2,:),’o’)

obteniendo la Figura F.12

Figura F.12: Solución numérica del PVI usando el método AB de 4 pasos.
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Fuente: Elaboración propia.

Si queremos evaluar en el punto t = 0,025 hay que tener en cuenta que tn =
a + nh , de donde n = (tn − a)/h . En nuestro caso, tn := z = 0,025 , a = 0 y
h = 0,001 . Luego,

y(:,0.025/0.001+1)

ans =
0.4858
0.4655

Para el otro punto se hace de forma análoga, pero Matlab nos da la sorpresa
siguiente

y(:,0.83/0.001+1)

Subscript indices must either be real positive integers or logicals.

Esto es debido a que 0.83/0.001+1 no es identificado por Matlab como un número
entero positivo. Sin embargo, 0,025/0,001 + 1 śı ha sido interpretado como entero
positivo. Ante esta situación hay dos opciones: poner directamente 831, o bien

y(:,round(0.83/0.001+1))

ans =
0.0951
0.0951
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Es importante observar que en las particiones se numera desde 0, sin embargo
Matlab numera desde 1 por eso hay que poner “+1”, es decir, en el ejemplo ante-
rior el punto t = 0,83 para nuestra notación corresponde a t830 porque numeramos
desde 0, pero para Matlab es el punto t831 pues numera desde 1. 2

Ejemplo F.15. Resuelva con una orden ode el PVI{
y′′(t) + ty′(t) + y(t) = sen(t), t ∈ [0, 20],
y(0) = 1, y′(0) = −2.

(F.6)

Solución. Para resolverlo numéricamente hay que pasarlo a sistema de EDO.
Sea y1(t) := y(t) e y2(t) := y′(t), entonces

y1(t) = y2(t))
y2(t) = −ty2(t)− y1(t) + sen(t),
y1(0) = 1, y2(0) = −2.

Lo resolvemos con ode45 que suele ser el más recomendado.

edo2=@(t,y) [y(2);-y(1)-t.*y(2)+sin(t)];

[t,y]=ode45(edo2,[0,20],[1, -2]);

plot(t, y(:,1))

obteniendo la Figura F.13. F́ıjese que sólo se ha dibujado y1(t) = y(t), pues
estamos resolviendo una EDO de segundo orden, no un sistema, en este caso el
sistema de EDO es auxiliar.

Figura F.13: Solución numérica del PVI (F.6).
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Fuente: Elaboración propia.

Si observa el Workspace Matlab (versión 2017a) usa 425 puntos en un PC
estándar. Sin embargo si usa la orden ode23t que es para sistemas stiff, sólo
necesita 126 puntos. Note que es normal ya que la Figura F.13 muestra un decai-
miento brusco al comienzo del intervalo. 2

Ejemplo F.16. La invasión zombi. En un art́ıculo de 2009, Munz et al. ([10])
describieron cómo podŕıa ser una invasión zombi. En este ejemplo plantearemos
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una versión más simple. Se consideran 3 poblaciones: los humanos h(t), los zombis
z(t) y los zombis “muertos” r(t) pero que pueden volver a ser zombis. Se supone
que un zombi puede convertir a un humano en zombi y que los zombis no pueden
ser asesinados pero un humano śı los puede mandar temporalmente a la clase de
zombis muertos o inactivos. Los zombis no se atacan entre śı. El tiempo t está
dado en meses. En este contexto, el modelo diferencial que se plantea es:

h′(t) = −βh(t)z(t),
z′(t) = ...
r′(t) = αh(t)z(t)− µr(t),

donde α es la constante que expresa la proporción de zombis eliminados cuando se
encuentran con humanos, β expresa la proporción de humanos que se convierten
en zombis cuando ambas poblaciones se encuentran y µ la proporción de zombis
muertos o inactivos que pasan a zombis.

a) ¿Cual es la ecuación que determina la evolución de los zombis, es decir,
z′(t)?

b) Consideramos el escenario de ciencia ficción donde un grupo de 10 zombis
ataca a una pequeña población (500 humanos) de la Alpujarra (Andalućıa,
España). Tomando α = 0,006, β = 0,01 y µ = 0,02, y aplicando el método de
Adams–Bashforth de 2 pasos con Matlab obtenga la evolución de la población
de zombis y humanos en [0, 4].

c) Por cierto, ¿quién gana? ¿Podŕıa conseguir que la situación cambiara? Si
es aśı, ¿cómo?

Solución. a) Cuando nos piden z′(t) nos están preguntando por como evo-
luciona la población de zombis. La respuesta es sencilla crecen en función de los
humanos que convierten a zombis (βh(t)z(t)) y de los zombis muertos o inactivos
(µr(t)) y decrecen en función de los que son eliminados temporalmente por los
humanos (−αh(t)z(t)). Por tanto,

z′(t) = (β − α)h(t)z(t) + µr(t),

quedando el sistema completado como
h′(t) = −βh(t)z(t),
z′(t) = (β − α)h(t)z(t) + µr(t),
r′(t) = αh(t)z(t)− µr(t).

(F.7)

En verdad, este sistema es muy similar a un sistema clásico de EDO de Teoŕıa
de Epidemias conocido como SIR (ver, por ejemplo, [5] para saber más de Teoŕıa
de Epidemias).

b) Si particularizamos el sistema (F.7) a los datos que se nos proporciona
obtenemos

294




h′(t) = −0,01h(t)z(t),
z′(t) = 0,004h(t)z(t) + 0,02r(t),
r′(t) = 0,006h(t)z(t)− 0,02r(t),
h(0) = 500, z(0) = 10, r(0) = 0.

(F.8)

Tenemos que resolver el sistema (F.8) con el método de Adams–Bashforth (AB) de
2 pasos. Primero deduzcamos el método. En el esquema general (6.22) tomamos
k = 2, obteniendo{

yn+2 − yn+1 = h
∑1

i=0 γi∇ifn+1 ,
y0, . . . ,y1.

con γi = (−1)i
∫ 1

0

(
−s
i

)
ds.

Tenemos:

∇0fn+1 = fn+1,

∇1fn+1 = fn+1 − fn,

γ0 =

∫ 1

0

(
−s
0

)
ds =

∫ 1

0

ds = 1,

γ1 = −
∫ 1

0

(
−s
1

)
ds =

∫ 1

0

sds =
s2

2

∣∣∣∣s=1

s=0

=
1

2
.

Nos queda el método de AB de 2 pasos

yn+2 − yn+1 = h

(
fn+1 +

1

2
(fn+1 − fn)

)
=
h

2
(3fn+1 − fn).

El método es fuertemente estable ya que α(r) = r2 − r cuyas ráıces son r1 = 0 y
r2 = 1. Aśı, sabemos por el Teorema 6.9 que el orden máximo que puede tener
es 3. Veamos que orden tiene exactamente usando las fórmulas dadas por (6.21).
Tenemos:

α(r) = r2 − r, β(r) =
3

2
r − 1

2
.

Luego,

C1 =
1

2
(−1 + 4)− 3

2
= 0,

C2 =
1

2
(−1 + 4)− 1

2

3

2
=

7

6
− 3

4
=

5

12
6= 0.

Por tanto, el método es de orden 2 y de acuerdo a la Proposición 6.6 para calcular
y1 tenemos que usar un método de orden al menos 2. Podemos usar cualquier
método de Runge–Kutta de 2 estados y orden 2 que fueron implementados en el
Problema F.13. La implementación de AB de 2 pasos es totalmente similar a la
hecha en la Sección F.2 de este apéndice. Por tanto,

function [t,y]=ab2(f,a,b,y0,n)

h=(b-a)/n;
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m=length(y0);

t=a+h*(0:n);

y=zeros(m,n+1);

[w,z]=rk2g(f,a, a+h,y0,1/2,1);

for i=1:2

y(:,i)=z(:,i);

end

for i=1:n-1

y(:,i+2)=y(:,i+1)+h/2*(3*feval(f,t(i+1),y(:,i+1))-...

feval(f,t(i),y(:,i)));

end

Nota F.3. Observe que se ha usado el programa rk2g implementado en el Pro-
blema F.13 tomando b1 = 1/2 y con n = 1 pues solo necesitamos calcular y1.

La resolución numérica del PVI (F.8) es ahora sencilla. Si deseamos resolverlo
con un paso h = 10−3, entonces n = 4000 y realizamos:

zom=@(t,y) [-0.01*y(1)*y(2); 0.004*y(1)*y(2)+0.02*y(3);0.006*y(1)*y(2)-0.02*y(3)];

[t,y]=ab2(zom,0,4,[500,10,0],4000);

Por ejemplo, si quisiéramos conocer la estimación de las poblaciones a los 3
meses podemos proceder como en el Ejemplo F.14,

y(:,round(3/0.001+1))

ans =

16.7390

212.1852

281.0758

Es decir la población de humanos está casi extinta, sólo quedan aproximadamente
17 humanos, mientras que hay 212 zombis y 281 zombis muertos o inactivos. La
gráfica de la evolución en el peŕıodo pedido se puede ver en la Figura F.14.

c) Del apartado b) y con esos datos hemos visto que esta población humana
de la Alpujarra se extingue. ¿Se podŕıa evitar? La clave esta en ver que pasa con
la cantidad β − α. Con los datos anteriores β − α = 0,004, eso quiere decir que
en los enfrentamientos entre humanos y zombis salen ganando los zombis y por
tanto la consecuencia lógica es que los humanos de esa población desaparecen.
Podemos tomar β−α < 0, esto significaŕıa que los humanos les ganan a los zombis
en los enfrentamientos. Tomemos β igual que en el apartado b) pero α = 0,011.
Entonces

zom=@(t,y) [-0.01*y(1)*y(2); -0.001*y(1)*y(2)+0.02*y(3);0.011*y(1)*y(2)-0.02*y(3)];

[t,y]=ab2(zom,0,4,[500,10,0],4000);

plot(t,y(1,:),t,y(2,:),t,y(3,:))

obteniendo la Figura F.15.
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Figura F.14: Evolución de las poblaciones del PVI (F.8).
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Fuente: Elaboración propia.

Figura F.15: Evolución de las poblaciones con datos diferentes.
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Fuente: Elaboración propia.

Ahora en 4 meses no se extinguen pero ¿qué pasa en 2 años? A los 2 años
la población de ese pueblo ha quedado extinta. Los humanos ganaban en los
enfrentamientos. ¿Cómo explica esto? Experimente y reflexione.

Este es un modelo básico donde en la población humana no se ha tenido en
cuenta ni nacimientos, ni muertes por causa natural. Puede intentar mejora el
modelo. 2
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F.4. Ejercicios propuestos

Con los 16 ejemplos (o ejercicios resueltos) de la Sección F.3 de este apéndi-
ce el lector puede tener una idea de los problemas que puede resolver y cómo.
Además, como ya hemos comentado, la literatura sobre métodos numéricos para
la resolución de PVI es ampĺısima (un escueto resumen son los textos considera-
dos en las referencias del Caṕıtulo 6) y además existe gran variedad de material
en Internet. Por tanto, aqúı propongo unos pocos ejercicios al lector a la vez que
le animo a la consulta de otros textos.

1. Estudiar la estabilidad de los siguientes PVI con condiciones iniciales genéri-
cas y cuya EDO viene dada por:

a) y′(t) = Ay(t) con

(a1)A =

(
−1 0

0 −100

)
(a2)A =

(
−1 10

0 −2

)
(a3)A =

(
1 3
3 1

)
(a4)A =

(
0 1
−1 0

)
b) y(4)(t) = 2y(3)(t) + 7y′′(t)− y(t) .

c) y′′′(t) + 5y′′(t)− 2y′(t)− 24y(t) = et .

d) y′′(t) + 4y(t) = t .

e) y′′(t) + 2y′(t) + 2y(t) = t+ 3 .

f ) y′(t) = Ay(t) con

A(t) =

(
−1

4
+ 3

4
cos(2t) 1− 3

4
sen(2t)

−1− 3
4

sen(2t) −1
4
− 3

4
cos(2t)

)
g) y′′′(t)− 6y′′(t) + 11y′(t)− 6y(t) = 0.

h) y′′(t)− 4y′(t) + 3y(t) = t+ 2.

i) y′′(t) + a2y(t) = 0.

2. a) Dé un ejemplo de ecuación diferencial de tercer orden que sea asintóti-
camente estable. Dé otro ejemplo de ecuación diferencial de cuarto
orden que sea estable pero no asintóticamente estable.

b) Dado el PVI {
y′(t) = sen(t)

t
y(t) , t ∈ [−2,−0,001] ,

y(−2) = 1 ,

se considera el problema perturbado{
z′(t) = sen(t)

t
z(t) + ε , t ∈ [−2,−0,001] ,

z(−2) = 1 + δ .

De una cota para |y(t) − z(t)| con t ∈ [−2,−0,001] . Interprete el
resultado.
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c) Considere el P.V.I.
y′1(t) = 2sen(y1(t)) + sen(y2(t)) , t ∈ [0, 2]
y′2(t) = sen(y1(t)) + 2sen(y2(t)) ,
y1(0) = α , y2(0) = β, α , β ∈ R .

¿Es un problema bien planteado? Halle el número de condición del
problema.

3. Se tiene el siguiente modelo matemático de un fenómeno f́ısico{
y′(t) = f(t, y) , t ∈ [0, a], a > 0,
y(0) = y0,

donde f(t, y) = 4y− e−t2 . Sin embargo, el modelo resulta más realista si se
cambia y0 por ỹ0 y se introduce un ruido espećıfico, es decir, una pertur-
bación de f(t, y) determinada por una combinación convexa de funciones
seno y coseno. Hallar una cota para |y(t)− ỹ(t)| siendo ỹ(t) la solución del
problema perturbado. ¿Es estable este PVI?

4. Calcular, resolviendo el PVI adecuado y con un método de un paso:

a) erf(2) siendo erf(t) = 2√
π

∫ t
0
e−x

2
dx la función error.

b) f(1) siendo f(t) =
∫ t

0
sen(x2)dx la integral de Fresnel.

5. a) Sea el método{
yn+1 = yn + h[4

3
f(xn, yn)− 1

3
f(xn − 3

2
h, yn − 3

2
hf(xn, yn))],

y(a) = y0,

asociado al PVI

{
y′(t) = f(t, y),
y(0) = y0.

¿Qué tipo de método es? ¿Es con-

vergente?, ¿de qué orden?

b) Se considera el método de Merson dado por la tabla de Butcher:

0 0 0 0 0 0
1/3 1/3 0 0 0 0
1/3 1/6 1/6 0 0 0
1/2 1/8 0 3/8 0 0
1 1/2 0 −3/2 2 0

1/6 0 0 2/3 1/6

¿Cumple las condiciones para ser convergente? ¿Es expĺıcito o impĺıci-
to? Determine su región de A-estabilidad.

6. El modelo de una masa unida a un resorte no amortiguado es{
y′′(t) + 119y(t) = 0, t ∈ [0, 5],
y(0) = 1

6
, y′(0) = 0.
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Resolverlo numéricamente con el método de Euler y con el de Runge–Kutta
clásico. Compare las soluciones con la solución anaĺıtica.

7. Determinar cuáles de los siguientes PVI son stiff

a)


y′1(t) = 3y1(t)− y2(t),
y′2(t) = −2y1(t) + 4y2(t)− 3y3(t), t ∈ [0, 2],
y′3(t) = −y2(t) + y3(t),
y1(0) = y2(0) = 0, y3(0) = −1.

b)

{
y′′(t) = −20y′(t)− 19y(t), t ∈ [0, 1],
y(0) = 2, y′(0) = −20.

En los casos afirmativo, ¿qué paso tomaŕıa si aplicara el método de Runge–
Kutta clásico? ¿Y si fuera con el de Adams–Bashforth de 3 pasos? Con un
paso adecuado para cada situación y con ayuda de Matlab, resuélvalos.

8. Razone brevemente si son verdaderas o falsas las siguientes aserciones:

a) A un PVI cuya ecuación diferencial de segundo orden es inestable se
le debe aplicar necesariamente un método numérico A–estable.

b) La tabla de Butcher

0

α β

1
2

1
2

+ α− β

proporciona infinitos métodos de Runge–Kutta de 2 pasos y de orden
2.

9. Se conoce, gracias a la experimentación, que la concentración en sangre C(t)
de un medicamento decrece con el tiempo proporcionalmente a la exponen-
cial de dicha concentración. A un paciente se le ha suministrado una dosis
d de medicamento.

a) Establezca el modelo diferencial. Para el tiempo T (en horas), ¿cuál
seŕıa la concentración en la sangre?

b) Si se toma la constante de proporcionalidad igual a −0,75 y d =
1,5mg/cm3 , ¿en qué momento deja de haber concentración del medi-
camento en la sangre? Esta pregunta se ha de resolver numéricamente,
manualmente con h = 0,1, y anaĺıticamente. Compare ambos resulta-
dos e interprételos. Ahora trabaje con Matlab, ¿qué método escogeŕıa?
¿con qué paso? y ¿por qué? Resuélvalo con la elección hecha.

c) ¿Qué ocurre en T=2 horas? Dé una interpretación razonada del resul-
tado.

10. Estudiar las propiedades (convergencia y orden) de los siguientes métodos
numéricos:

a) yn+2 − (1 + a)yn+1 + ayn = 1
2
h [(3− a)fn+1 − (1− a)fn], a ∈ R.
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b) Método de Quade

yn+4 −
8

19
(yn+3 − yn+1)− yn =

6

19
h[fn+4 + 4fn+3 + 4fn+1 + fn].

11. Resuelva el siguiente PVI con el método de Adams–Bashforth de 4 pasos.
y′1(t) = y1(t) + 4y2(t)− et,
y′2(t) = y1(t) + y2(t) + 2et, t ∈ [0, 1],
y1(0) = 4, y2(0) = 5

4
.

12. Dibuje las regiones de A–estabilidad de los métodos de diferencias regresivas
(6.24) que sean convergentes.

13. La ecuación que describe el movimiento libre (no amortiguado y sin fuerzas
externas) de una masa m sujeta a un resorte es

my′′(t) + k y(t) = 0, (F.9)

donde k > 0 es la llamada constante del resorte. Denote por ω =

√
k

m
que

se denomina frecuencia. Entonces (F.9) queda como

y′′(t) + ω2 y(t) = 0.

Tome como condiciones iniciales y(0) = 1, y′(0) = 1 y como frecuencia
ω = 5.

a) Encuentre la posición de la masa m en el instante t, o sea, y(t) de
forma anaĺıtica (y simplificada).

b) Aplique el método de Adams–Bashforth de 2 pasos de forma manual
(tome h = 0,25) y también usando Matlab.

c) Construya una tabla donde aparezca el valor real de la solución y las
aproximaciones obtenidas en b), aśı como los errores absolutos come-
tidos en cada caso. Comente y explique el por qué de los resultados.

14. La población de lagartos en un determinado paraje de Cabo de Gata a 1 de
marzo de 2017 era de 300. Sea y(t) la población de lagartos en el tiempo t
en años, se ha estimado la siguiente EDO para la evolución de los lagartos
en los próximos dos años:

y′(t) = −y(y − 1500)

3200
.

a) Calcule la evolución de la población de lagartos a lo largo de dos años
con un método numérico de orden 4. Represente gráficamente la solu-
ción.

b) ¿Qué población se estima para el 1/3/2018?, ¿y para el 1/9/2018? (los
datos han de obtenerse con el método numérico).
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F.5. Algunas demostraciones

Esta sección está destinada a aquellos avezados lectores que quieran profundi-
zar algo más en los fundamentos matemáticos de la resolución numérica de PVI.
La escueta longitud del Caṕıtulo 6 no ha hecho posible incluir demostraciones,
aqúı a modo de ilustración se incluyen dos: teorema de Lax y teorema sobre la
convergencia de los métodos de Runge–Kutta expĺıcitos. Además, se incluye como
se generan los métodos de Adams.

F.5.1. Demostración del Teorema de Lax 6.2.

Recordemos que dicho teorema nos dećıa:

Teorema F.1. Un método numérico de 1 paso (6.8) consistente y estable es
convergente.

Demostración: Se considera el problema perturbado{
y(tn+1) = y(tn) + h(φ(tn,y(tn), h) + εn), n = 0, . . . , N − 1,
y0.

Por ser (6.8) estable se tiene

máx
n=0,...,N

||yn − y(tn)|| ≤M1||y0 − y0||+M2 máx
n=0,...,N−1

||εn|| = M2 máx
n=0,...,N−1

||εn||.
(F.10)

Despejando εn del método perturbado y aplicando que (6.8) es consistente se
deduce

ĺım
h→0

máx
n=0,...,N−1

||εn|| = ĺım
h→0

máx
n=0,...,N−1

∥∥∥∥y(tn+1)− y(tn)

h
− φ(tn,y(tn), h)

∥∥∥∥ = 0.

Tomando ĺımites en (F.10) y aplicando el ĺımite anterior se tiene

ĺım sup
h→0

máx
n=0,...,N

||yn − y(tn)|| ≤ 0⇒ ĺım
h→0

e(h) = 0. 2

Nota F.4. Se vio posteriormente en el Teorema de Lax generalizado 6.6 que la
consistencia y la estabilidad son condiciones necesarias y suficientes de conver-
gencia. Demostrar la condición suficiente de convergencia en el Teorema 6.6 es
prácticamente igual que la que se acaba de hacer y se anima al lector a realizar-
la. La condición necesaria, si bien no es dif́ıcil, requiere unas técnicas algo más
sofisticadas que superan los objetivos de este caṕıtulo.

F.5.2. Demostración del teorema sobre la convergencia de
los métodos de Runge–Kutta expĺıcitos (Teorema
6.4).

Recordamos que este teorema nos dećıa:
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Teorema F.2. Bajo las hipótesis del Teorema 6.1 de Cauchy–Lipschitz, h sufi-

cientemente pequeña y la condición adicional
R∑
i=1

bi = 1, se tiene que los métodos

de Runge–Kutta expĺıcitos son convergentes.

Para probar este teorema necesitamos un resultado general para los métodos
de 1 paso, a saber,

Proposición F.1. Si φ es continua en [0, b]× Rm × R+, Lipschitz respecto a la
segunda variable (y), φ(t,y, 0) = f(t,y) y h suficientemente pequeña, entonces
el método numérico (6.8) es convergente.

Demostración de la proposición: Podemos observar que si φ en el método
numérico (6.8) es continua en [0, b]×Rm×R+, entonces el hecho que φ(t,y, 0) =
f(t,y) es equivalente a que el método sea consistente.

Vamos ahora a probar que es estable. Consideramos el método perturbado
(6.10), entonces

||yn+1 − zn+1|| = ||yn + hφ(tn,yn, h)− zn − hφ(tn, zn, h)− hεn||
≤ ||yn − zn||+ h||φ(tn,yn, h)− φ(tn, zn, h)||+ h||εn||
≤ ||yn − zn||+ hL||yn − zn||+ h||εn||
= (1 + hL)||yn − zn||+ h||εn||, (F.11)

donde hemos usado que φ es Lipschitz respecto a la segunda variable, es decir,

||φ(tn,yn, h)− φ(tn, zn, h)|| ≤ L||yn − zn||.

Vamos a probar por inducción que:

||yn − zn|| ≤ (1 + hL)n||y0 − z0||+
(1 + hL)n − 1

L
máx
k≤n−1

||εk||, n ≥ 1. (F.12)

Para n = 1 es directo tomando n = 0 en la desigualdad (F.11). Supongamos lo
cierto para n y lo probamos para n + 1. Aplicando primero (F.11) y después la
hipótesis de inducción tenemos:

||yn+1 − zn+1|| ≤ (1 + hL)||yn − zn||+ h||εn||

≤ (1 + hL)

(
(1 + hL)n||y0 − z0||+

(1 + hL)n − 1

L
máx
k≤n−1

||εk||
)

+ h||εn||

= (1 + hL)n+1||y0 − z0||+
(1 + hL)n+1 − 1− hL

L
máx
k≤n−1

||εk||+ h||εn||

≤ (1 + hL)n+1||y0 − z0||+
(

(1 + hL)n+1 − 1− hL
L

+ h

)
máx
k≤n
||εk||

= (1 + hL)n+1||y0 − z0||+
(1 + hL)n+1 − 1

L
máx
k≤n
||εk|| .

Teniendo en cuenta que et ≥ t+ 1, para t ≥ 0 y usando (F.12) obtenemos:

||yn − zn|| ≤ ehnL||y0 − z0||+
ehnL − 1

L
máx
k≤n−1

||εk||

≤ ebL||y0 − z0||+
ebL − 1

L
máx
k≤n−1

||εk||,
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donde hemos usado que hn ≤ hN = h b
h

= b. Por tanto, tomando

M1 = ebL y M2 =
ebL − 1

L
,

hemos probado que el método (6.8) es estable. Aplicando el Teorema de Lax 6.2,
al ser consistente y estable es convergente. 2

Demostración del teorema: Para los métodos de Runge–Kutta (RK) se tiene
que la función φ del esquema general de los métodos de 1 paso (6.8) viene dada
por

φ(t,y, h) =
R∑
i=1

biki(tn,yn, h),

que es continua por serlo f y

φ(t,y, 0) =
R∑
i=1

biki(t,y, 0) = f(t,y)
R∑
i=1

bi = f(t,y).

Entonces como hemos visto en la demostración de la Proposición F.1 los métodos
de RK son consistentes. Queda probar que son estables. Entonces de acuerdo de
nuevo a la Proposición F.1 bastaŕıa ver que φ es lipschitziana para la segunda
variable.

||φ(t,y, h)− φ(t, z, h)|| =

∥∥∥∥∥
R∑
i=1

bi(ki(t,y, h)− ki(t, z, h)

∥∥∥∥∥
≤

R∑
i=1

|bi| ||ki(t,y, h)− ki(t, z, h)||. (F.13)

Pero,
||k1(t,y, h)− k1(t, z, h)|| = ||f(t,y)− f(t, z)|| ≤ L||y − z||

Para simplificar la notación usaremos

ki := ki(t,y, h), k̃i := ki(t, z, h).

||k2(t,y, h)− k2(t, z, h)|| = ||f(t+ hc2,y + ha21k1)− f(t+ hc2, z + ha21k̃1)||
≤ L||y + ha21k1 − z− ha21k̃1|| ≤ L||y − z||
+ L|a21|h||k1 − k̃1|| ≤ L||y − z||+ L2|a21|h|||y − z||
= (L+ L2h|a21|)||y − z|| := C2(L, h)||y − z||.
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Se hace lo mismo con los otros ||ki − k̃i||, i = 3, . . . R− 1 y

||kR(t,y, h)− kR(t, z, h)|| ≤ L||y + h

R−1∑
j=1

aRjkj − z− h
R−1∑
j=1

aRj k̃j||

≤ L||y − z||+ Lh

R−1∑
j=1

|aRj|||kj − k̃j||

≤ L||y − z||+ (Lh
R−1∑
j=1

|aRj|Cj(L, h))||y − z||

:= CR(L, h)||y − z||,

donde C1(L, h) = L. Por tanto aplicando estas desigualdades en (F.13) se obtiene

||φ(t,y, h)− φ(t, z, h)|| ≤
R∑
i=1

|bi| ||ki(t,y, h)− ki(t, z, h)||

≤

(
R∑
i=1

|bi|Ci(L, h)

)
||y − z|| ≤ C(L)||y − z||,

donde en el último paso se ha utilizado que h es suficientemente pequeña. Por
tanto, φ es Lipschitz respecto a la segunda variable y de aqúı los métodos de RK
son estables. Aplicando el Teorema de Lax 6.2 o directamente la Proposición F.1
tenemos que los métodos RK expĺıcitos son convergentes. 2

F.6. Generación de los métodos de Adams

Una manera de obtener métodos multipaso lineales es mediante integración.
Por comodidad usaremos un PVI escalar, aunque los métodos son aplicables a
PVI vectoriales. Para ello integraremos el polinomio interpolador a una nube de
puntos (para lo relacionado con interpolación el lector puede consultar los textos
de la bibliograf́ıa del Caṕıtulo 6).

Paso 1. Se considera la nube de puntos y su polinomio interpolador de Newton en
diferencias regresivas. En este caso la nube es:

(tn, f(tn, y(tn))), . . . , (tn+k−1, f(tn+k−1, y(tn+k−1))),

y por tanto el polinomio interpolador de grado k − 1 es

Pk−1,n(t) =
k−1∑
i=0

(−1)i
(
−s
i

)
∇if(tn+k−1, y(tn+k−1)), s =

t− tn+k−1

h
, k ≥ 1,

donde
(
s
i

)
son números combinatorios generalizados definidos como(

s

i

)
=
s(s− 1) · · · (s− (i− 1))

i!
=
s(s− 1) · · · (s− i+ 1)

i!
, i ∈ N ∪ {0}.
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Por tanto,(
−s
i

)
=
−s(−s− 1) · · · (−s− i+ 1)

i!
= (−1)i

s(s+ 1) · · · (s+ i− 1)

i!
.

Paso 2. Se integra y′(t) = f(t, y(t)) entre tn+k−1 y tn+k y se cambia f por su poli-
nomio interpolador Pk−1,n(t).

y(tn+k)− y(tn+k−1) =

∫ tn+k

tn+k−1

y′(t)dt =

∫ tn+k

tn+k−1

f(t, y(t))dt

≈
∫ tn+k

tn+k−1

Pk−1,n(t)dt

=
k−1∑
i=0

(−1)i∇if(tn+k−1, y(tn+k−1))

∫ tn+k

tn+k−1

(
−s
i

)
dt

= h
k−1∑
i=0

(−1)i∇if(tn+k−1, y(tn+k−1))

∫ 1

0

(
−s
i

)
ds

= h

k−1∑
i=0

γi∇if(tn+k−1, y(tn+k−1)),

donde hemos notado

γi = (−1)i
∫ 1

0

(
−s
i

)
ds.

Paso 3. Si queremos tener una igualdad en vez de una aproximación como tenemos
ahora, hay que cambiar y(tn+k) por yn+k y f(tn+k−1, y(tn+k−1)) por fn+k−1 =
f(tn+k−1, yn+k−1), obtenido aśı los métodos de Adams–Bashforth de k pasos.{

yn+k − yn+k−1 = h
∑k−1

i=0 γi∇ifn+k−1

y0, . . . , yk−1.
con γi = (−1)i

∫ 1

0

(
−s
i

)
ds

Observe que los métodos de Adams–Bashforth son expĺıcitos. Los métodos de
Adams–Moulton (6.23) se obtienen de igual forma pero ahora la nube sobre la
que se interpola es

(tn, f(tn, y(tn))), . . . , (tn+k, f(tn+k, y(tn+k))).

Se deja al lector que repita los pasos anteriores. Si se plantea además obtener los
métodos de diferencias regresivas entonces ha de considerar la nube

(tn, y(tn)), . . . , (tn+k, y(tn+k)),

y en este caso derivar el polinomio interpolador.
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