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Resumen

El objetivo principal de esta obra es introducir al lector en el estudio de los
Métodos Numéricos utilizando la plataforma computacional MATLAB, e im-
pulsar en el estudiante el desarrollo de habilidades para el Análisis Matemático.
Este libro es un trabajo conjunto de docentes de la Universidad Técnica de Ma-
chala (Ecuador) y de la Universidad de Almeŕıa (España) empeñados en difundir
los Métodos Numéricos.

Los Métodos Numéricos son de gran importancia porque constituyen hoy en
d́ıa en una herramienta fundamental para la solución de muchos problemas de las
ciencias cuya solución exacta no es alcanzable y, es por tanto, necesario obtener
una solución aproximada. Por otro lado, el desarrollo computacional actual, a
través de software como MATLAB, permite resolver rápidamente mediante la
implementación de algoritmos numéricos eficientes problemas que antes teńıan
una solución numérica poco factible, debido al tiempo que se requeŕıa para ello.

Este libro se compone de 6 caṕıtulos. En el primero de ellos, se realizará un
repaso de las bases matemáticas necesarias para la comprensión de los temas a
tratar en los caṕıtulos subsiguientes; se abordarán conceptos referentes a: funcio-
nes, derivación, integración, ecuaciones diferenciales, matrices y vectores.

MATLAB se fundamenta en cuatro paradigmas básicos de la programación:
la programación secuencial, la programación estructurada, la programación mo-
dular y la programación orientada a objetos. Por ello se ha considerado necesario
en el segundo caṕıtulo hacer una presentación de la sintaxis de comandos secuen-
ciales que sean de relevancia significativa para la construcción de algoritmos de
métodos numéricos y la visualización de resultados. Para ello, se empieza con la
caracterización de las variables en el entorno de MATLAB; luego, se presentan los
comandos que implementan diferentes funciones matemáticas. De esta forma, se
aprovecha los recursos disponibles en este paquete computacional para fortalecer
las soluciones numéricas de nuestros algoritmos.

El caṕıtulo 3 nos introduce en el estudio de la derivación numérica de funcio-
nes, la cual tiene muchas aplicaciones, especialmente en la resolución numérica
de ecuaciones diferenciales. Además, nos permite determinar la derivada de un
orden determinado de una función en un punto dado, utilizando solamente los
valores que toma la función en una serie de puntos. Se realizará un estudio con
detalle pero con enfoque práctico de estas fórmulas y del error teórico cometido,
prestando atención a un método relevante de aceleración de la convergencia cono-
cido como método de extrapolación de Richardson; haciendo la implementación
de estos métodos en MATLAB a través de ejemplos prácticos.

Posteriormente los caṕıtulos 4 y 5 están dedicados a la integración numérica
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que tienen como objetivo aproximar numéricamente integrales definidas, las cuales
tienen muchas aplicaciones tanto en matemáticas como en procesos cient́ıficos-
técnicos. Este cálculo suele ser complicado y en la mayoŕıa de los casos es inviable
si se pretende expresar el valor de la integral definida como la evaluación de
combinación de funciones elementales.

El caṕıtulo 4 tiene por objetivo obtener expresiones, usualmente denomina-
das fórmulas de cuadratura, que permitan aproximar de la forma más exacta
posible una integral definida. Obtendremos fórmulas basadas en polinomios in-
terpoladores, denominadas fórmulas de Newton-Cotes. Como es habitual en el
análisis numérico proporcionaremos expresiones para el error cometido al usar
estas fórmulas. Adicionalmente aplicaremos el proceso de aceleración o método
de Romberg y algunas breves notas sobre cuadraturas adaptativas.

En el caṕıtulo 5, dedicado a la integración numérica, se presentarán las fórmu-
las de cuadratura gaussianas. La ventaja de estas fórmulas es que los nodos in-
volucrados no son fijos, sino que van a ser los ceros de determinados polinomios
ortogonales; de esta forma natural, imbricamos la integración numérica con la
Teoŕıa de Aproximación a través del uso de los polinomios ortogonales. Haremos
un estudio detallado y práctico de las fórmulas gaussianas, analizando su exac-
titud máxima, el error y el cálculo eficiente de sus nodos y pesos mediante los
valores y vectores propios de la matriz de Jacobi.

Nuestro último caṕıtulo está dedicado a las ecuaciones diferenciales, que es
la herramienta matemática más útil a la hora de describir problemas en todos
los ámbitos de las ciencias y también en otras ramas del conocimiento. Es bien
conocido su uso en la modelización matemática en bioloǵıa, ingenieŕıa, medicina,
informática y cualquier área cient́ıfico-técnica, pero también en otras áreas como
en el estudio de comportamientos sociales o en economı́a.

En este libro introductorio a los métodos numéricos pretendemos acercar al
lector a la resolución numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). Las
ecuaciones, o de forma más natural, los sistemas de EDO que aparecen en la mo-
delación matemática, raramente son resolubles utilizando solamente el análisis
matemático y es imprescindible el uso del análisis numérico. Se asumirá que el
lector posee un cierto conocimiento de EDO, y se presentarán de forma práctica
métodos útiles de resolución numérica de problemas de valores iniciales y pro-
blemas de contorno. Se prestará atención a los denominados problemas stiff. La
aplicación de los métodos presentados en este caṕıtulo hará uso necesariamente
del ordenador y del programa MATLAB.
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v



vi



Dedicatorias

Dedico esta obra a mi amado esposo Eguipto y a mi
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Fausto F. Redrován

vii



viii



Agradecimientos

Los autores compiladores, Maritza A. Pinta y Juan F. Mañas-Mañas agra-
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2.9.1. Funciones en ĺınea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.9.2. Funciones modulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3. DERIVACIÓN NUMÉRICA 53
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4.2. Método de coeficientes indeterminados . . . . . . . . . . . . . . . 81
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C.4. Fórmula de Richardson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224
C.5. Ejercicios propuestos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226
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1.9. Máximos y mı́nimos en un intervalo abierto (a, b) . . . . . . . . . 10
1.10. Teorema de Rolle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.11. Función no derivable en un punto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.12. Teorema del Valor Medio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.1. Entorno de la interface de MATLAB o Ventana Principal . . . . . 28
2.2. Barra de herramientas del Current Folder . . . . . . . . . . . . . . 28
2.3. Interface de la ventana Command Window en MATLAB . . . . . 29
2.4. Ventana del workspace con 5 tipos de variables inicializadas . . . 29
2.5. Tipo de variables disponibles en MATLAB . . . . . . . . . . . . . 31
2.6. Ingreso de vectores fila y columna en MATLAB . . . . . . . . . . 32
2.7. Creación de un vector fila igualmente espaciado . . . . . . . . . . 33
2.8. Vectores fila de unos y ceros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.9. Transpuesta de un vector fila a un vector columna . . . . . . . . . 34
2.10. Consulta de los elementos de un vector . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.11. Suma de un vector con otro vector y un escalar . . . . . . . . . . 35
2.12. Resta de un vector con otro vector y un escalar . . . . . . . . . . 35
2.13. Producto de vectores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.14. División de vectores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.15. Potencia de vectores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.16. ingreso de una matriz 3× 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.17. Creación de matrices 3× 3 de unos y ceros . . . . . . . . . . . . . 37
2.18. Creación de una matriz identidad 3× 3 . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.19. Suma de matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.20. Resta de matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.21. Producto de matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.22. Transpuesta de una matriz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.23. Determinante de una matriz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.24. Inversa de una matriz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.25. Polinomios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

xix
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Diagrama de flujo (derecha) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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4.2. Interpretación geométrica del Rectángulo a Derecha . . . . . . . . 83
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B.16.Comando area para presentar el área bajo la curva . . . . . . . . 188
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E.2. Gráfica de |f (10)(t)| en el intervalo [0, 10]. . . . . . . . . . . . . . . 257

F.1. Región de A-estabilidad del método de Euler modificado . . . . . 266
F.2. Región de A-estabilidad del método de Runge–Kutta clásico . . . 268
F.3. Dibujo de la solución (y de su derivada) del PVI planteado en

Ejemplo F.9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276
F.4. Dibujo de la región A-Estabilidad del método de Adams–Moulton

de 3 pasos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280
F.5. Solución del PVI (F.4). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285
F.6. Solución del PVI con ode23t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286
F.7. Población de linces y conejos en un periodo de 10 años . . . . . . 289
F.8. Ciclo de la vida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290
F.9. Plano fase en [0,10] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290
F.10.Plano fase en [0,20] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290
F.11.Región de A–estabilidad del método de Adams–Bashforth de 4 pasos.291
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Caṕıtulo 3

DERIVACIÓN NUMÉRICA

Autores: Juan F. Mañas–Mañas1, Maritza A. Pinta2

1Departamento de Matemáticas, Universidad de Almeŕıa, España.

2Unidad Académica de Ingenieŕıa Civil, Universidad Técnica de Machala, Ecuador.

1jmm939@ual.es, 2mpinta@utmachala.edu.ec

El uso de los métodos numéricos para calcular la derivada de una función,
se justifica en los casos en que la función a derivar es muy compleja, o, solo se
conoce los valores de la función en ciertos puntos. En el resto de casos, basta con
utilizar las reglas de derivación anaĺıtica, repasadas en el Caṕıtulo 1, ó, software
matemáticos como Matlab, Mathematica, Maple ó Maxima (este último gratuito).

El principal objetivo de este caṕıtulo es obtener aproximaciones del valor de la
derivada de una función en un punto solamente usando evaluaciones de la función
de partida. La principal razón es porque la derivación es un concepto del cálculo
infinitesimal, que se define por medio de un proceso de paso al ĺımite. Puesto
que este proceso no puede ser reproducido por un ordenador digital, necesitamos
sustituirlo por otro proceso finito o de discretización.

Para ello usaremos principalmente el desarrollo de Taylor de una función.
Otros métodos consistiran en usar el polinomio interpolador de una función y
finalmente veremos mejoras de estos métodos como es la Extrapolación de Ri-
chardson. El lector podrá encontrar gran variedad de ejemplos resueltos (ver
Apéndice C) y todos los códigos asociados a los métodos de derivación numérica
son implementados en Matlab.

Para el desarrollo de este caṕıtulo vamos a necesitar un nuevo concepto ma-
temático que es el Desarrollo de Taylor ó Serie de Taylor ó Polinomio de
Taylor de una función.

3.1. Serie de Taylor

La serie de Taylor nos permite manipular funciones complejas como las lo-
gaŕıtmicas, exponenciales y trigonométricas, aproximando el valor de una función
en un entorno de un punto a, en términos del valor de la función y sus derivadas
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en dicho punto, basándonos en la teoŕıa de interpolación (ver teoŕıa y prácticas
sobre interpolación en [2], [4, Cap. 2], [8, Cap. 1] ó [11, Cap. 8]).

Definición 3.1. Llamaremos Polinomio de Taylor de grado n de una fun-
ción f suficientemente derivable en el punto a, y lo denotaremos por Tn,a[f ] al
polinomio:

Tn,a[f ](x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n. (3.1)

Nota 3.1. Se puede escribir la fórmula (3.1) más compacta de la siguiente forma:

Tn,a[f ](x) =
n∑
i=0

f (i)(a)

i!
(x− a)i. (3.2)

Teorema 3.1. [1] Sea “f ” una función suficientemente derivable en un punto a,
se puede construir el polinomio de Taylor, Tn,a[f ], de tal forma que Tn,a[f ](k)(a) =
f (k)(a), siendo k = 1, 2, . . . , n., es decir, este polinomio tiene la propiedad de que
él y sus derivadas hasta del orden n coinciden con la función “f ” y sus derivadas
hasta orden n en el punto a.

Ejemplo 3.1. Calcular el polinomio de Taylor de grado 4 que se ajusta a la
función f(x) = ex − sen(x) en el punto a = 0 y estimar el valor en la misma
función cuando x = 1.

Solución: El ejercicio pide encontrar la Serie de Taylor de grado 4, para ello es
necesario obtener hasta la cuarta derivada y determinar el valor de las mismas
en a = 0:

Función Valor en a = 0

f(x) = ex − sen(x) f(0) = e0 − sen(0) = 1− 0 = 1
f ′(x) = ex − cos(x) f ′(0) = e0 − cos(0) = 1− 1 = 0
f ′′(x) = ex + sen(x) f ′′(0) = e0 + sen(0) = 1 + 0 = 1
f ′′′(x) = ex + cos(x) f ′′′(0) = e0 + cos(0) = 1 + 1 = 2
f iv(x) = ex − sen(x) f IV (0) = e0 − sen(0) = 1− 0 = 1
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Figura 3.1: Funciones f(x) y T4,0[ex − sen(x)](x).
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Fuente: Elaboración propia.

Reemplazamos estos valores y a = 0, en la fórmula (3.2):

T4,0[ex − sen(x)](x) =
4∑
i=0

f i(x0)

i!
(x− x0)i

=
f(x0)

0!
+
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)2

+
f ′′′(x0)

3!
(x− x0)3 +

f IV (x0)

4!
(x− x0)4

=
f(0)

0!
+
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 +

f IV (0)

4!
x4

= 1 + 0(x) +
1

2
(x)2 +

2

6
(x)3 +

1

24
(x)4

= 1 +
x2

2
+
x3

3
+
x4

24
.

Por lo que en un entorno de 0 podemos aproximar f(x) por T4,0[ex−sen(x)](x),
veamos como por ejemplo en x = 1 el valor es muy próximo:

f(x) = ex − sen(x) ≈ 1 +
x2

2
+
x3

3
+
x4

24
,

f(1) = 1,876810843651149,

T4,0[ex − sen(x)](1) = 1,875.

En la Figura 3.1 se presenta la gráfica de la función f(x) = ex − sen(x) y
T4,0[ex − sen(x)](x) para verificar que en un intervalo alrededor del punto a = 1
obtenemos una buena aproximación de la función.

El código de Matlab ha sido (la leyenda se ha añadido desde las opciones de
la ventana gráfica de Matlab):

xx=(-2:0.001:2);
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yy=exp(xx)-sin(xx);

zz=1+xx.^2/2+xx.^3/3+xx.^4/24;

plot(xx,yy,xx,zz), grid on

3.2. Error de truncamiento en la serie de Taylor

Definición 3.2. [1] El error de truncamiento en la Serie de Taylor, producido
al finalizar prematuramente el desarrollo de la misma, se puede expresar como el
residuo Rn(x) y viene dado por:

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + f ′′(a)
(x− a)2

2!

+ f ′′′(a)
(x− a)3

3!
+ · · ·+ fn(a)

(x− a)n

n!
+Rn(x),

(3.3)

donde Rn(x) en la fórmula (3.3) viene dado por

Rn(x) = fn+1(ξ)
(x− a)n+1

(n+ 1)!
, (3.4)

con ξ ∈ (a, x).

3.3. Fórmulas de derivación numérica basadas

en la Serie de Taylor

Si recordamos, la derivada f ′(x) de la función f(x), viene dada por la fórmula
vista en el Caṕıtulo 1:

f ′(x) = ĺım
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
.

La aproximación numérica más sencilla de la derivada corresponde entonces
a la siguiente fórmula, llamada “diferencia finita” [12], donde h tiene valor fijo y
finito, denominado por lo general “paso”, la idea intuitiva es muy sencilla, solo
es dar pequeños valores de h y esa será nuestra aproximación,

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x)

h
, (3.5)

Ejemplo 3.2. Calcular una aproximación de f ′(0) para distintos valores de h,
siendo f(x) = ex − sen(x).

Solución: En este caso sencillo es facil ver que f ′(0) = 0, veamos las aproxima-
ciones:
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Valor de h Cálculos Aproximación

h = 1 f(1+0)−f(0)
1

0,876811

h = 0,5 f(0,5+0)−f(0)
0,5

0,338591

h = 0,1 f(0,1+0)−f(0)
0,1

0,053375

h = 0,01 f(0,01+0)−f(0)
0,01

0,00503338

h = 0,001 f(0,001+0)−f(0)
0,001

0,000500333

Parece que cuanto más pequeño es h mejor es la aproximación. Más adelante
veremos que esto no es del todo cierto por los errores de cancelación (ver más
información sobre errores de cancelación en [8]). 2

Para que esta fórmula (3.5) sea exacta, habŕıa que sumarle el error que con-
lleva, o sea:

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
+ Error,

donde:

Error = f ′(x)− f(x+ h)− f(x)

h
.

Debido a la imposibilidad de calcular el error con esta fórmula, por los errores
de cancelación que pueden darse al restar dos valores muy similares [8] o porque
no se conoce el valor real, se han desarrollado a partir de la serie de Taylor, una
serie de fórmulas de alta exactitud, llamadas fórmulas de diferencias divididas
finitas [12], las cuales demostraremos a continuación:

3.3.1. Fórmulas progresivas o de diferencias divididas fi-
nitas hacia delante

Cuando no se tienen datos a la izquierda del punto en que se debe calcular
la derivada, se utilizan las fórmulas progresivas. Para el desarrollo de las mis-
mas, se considera la función f(x), sus puntos, x0, x0 + h (punto delante), y, la
correspondiente Serie de Taylor, truncada en el tercer término.

Nota 3.2. Truncaremos la Serie de Taylor en el término que nos interese en
función de la derivada y el orden que queramos calcular, veremos ejemplos durante
el desarrollo del caṕıtulo.

La fórmula de la Primera diferencia progresiva [7], con error de truncamiento
O(h), de orden 1 es:

f ′(x0) =
f(x0 + h)− f(x0)

h
+O(h). (3.6)

Demostración: Para obtener la fórmula (3.6) solamente es necesario desarrollar
la Serie de Taylor en el punto a = x0 + h y luego truncar en el término que
necesitemos, para ello usamos (3.4):

57



f(x0 + h) =
f(x0)

0!
+
f ′(x0)

1!
(x0 + h− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x0 + h− x0)2 + . . .︸ ︷︷ ︸
Rn(x)=

f ′′(ξ)
2

h2

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+
f ′′(ξ)

2
h2.

Despejando f ′(x0) que es el valor que nos interesa aproximar, se tiene

f ′(x0) =
f(x0 + h)

h
− f(x0)

h
− f ′′(ξ)

2h
h2,

=
f(x0 + h)− f(x0)

h
−f

′′(ξ)

2
h︸ ︷︷ ︸

Error O(h)

,

=
f(x0 + h)− f(x0)

h
+O(h),

con ξ ∈ (x0, x0 + h). 2

3.3.2. Formulas regresivas o de diferencias divididas fini-
tas hacia atrás

Cuando no se tienen datos a la derecha del punto en que se debe calcular la
derivada, se utilizan las fórmulas regresivas. Para el desarrollo de las mismas, se
considera la función f(x), sus puntos, x0 , x0 − h (punto atrás), y, la correspon-
diente Serie de Taylor en el punto a = x0 − h truncada en el tercer término.

La fórmula de la Primera diferencia regresiva [7], con error de truncamiento
O(h), de orden 1 es:

f ′(x0) =
f(x0)− f(x0 − h)

h
+O(h). (3.7)

Demostración: La demostración para obtener (3.7) es análoga al caso anterior,
hacemos el desarrollo de Taylor en el punto a = x0− h, truncamos y despajamos
f ′(x0) que es lo que queremos aproximar.

58



f(x0 − h) = f(x0) + f ′(x0)(x0 − h− x0) +
f ′′(ξ)

2
(x0 − h− x0)2 + . . .

= f(x0)− hf ′(x0) +
f ′′(ξ)

2
h2,

⇓

hf ′(x0) = f(x0)− f(x0 − h) +
f ′′(ξ)

2
h2,

f ′(x0) =
f(x0)− f(x0 − h)

h
+
f ′′(ξ)

2h
h2

=
f(x0)− f(x0 − h)

h
+
f ′′(ξ)

2
h︸ ︷︷ ︸

Error O(h)

=
f(x0)− f(x0 − h)

h
+O(h),

con ξ ∈ (x0 − h, x0). 2

Nota 3.3. Las fórmulas que hemos obtenido del error son muy importantes, hay
que pensar que en casos reales no conocemos el valor exacto de la derivada, por
tanto es necesario controlar el error que estamos cometiendo. Este error en las
fórmulas de derivación (3.6) y (3.7) viene dado por la expresión

f ′′(ξ)

2
h.

Si conseguimos acotar f ′′(ξ) en el intervalo donde vaŕıa ξ tendremos una cota del
error cometido.

Veamos un ejemplo de lo que queremos calcular:

Ejemplo 3.3. Una cota del error cometido en el Ejemplo 3.2.

Puesto que en el Ejemplo 3.2 se han usado fórmulas progresivas, se tiene que
acotar f ′′(ξ) en el intervalo (0, 1) en el primer caso.

f ′′(x) = ex + sen(x).

Es fácil ver que f ′′(x) en el intervalo (0, 1) es estrictamente creciente, por
tanto el máximo de f ′′(x) se encuentra en f ′′(1) = 3,55975. Aśı, el error cometido
es menor o igual a

Error ≤ f ′′(1)

2
· 1 = 1,77988.

Siempre el error real va a ser menor que el error teórico, veamos para el resto
de valores de h:
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Valor de h Cálculos Error Teórico

h = 0,5 f ′′(0,5)
2
· 0,5 0,532037

h = 0,1 f ′′(0,1)
2
· 0,1 0,0602502

h = 0,01 f ′′(0,001)
2
· 0,01 0,00510025

h = 0,001 f ′′(0,0,001)
2

· 0,001 0,000501

3.3.3. Fórmulas de diferencias finitas centradas

La idea es usar la Serie de Taylor en más de un punto y hacer una combinación
lineal de ambas expresiones, en este primer caso tomamos el punto x0 en el centro,
se considera un punto delante, x0 + h, y, un punto atrás, x0 − h. La fórmula de
la primera derivada [7], con error de truncamiento O(h2), de orden 2, es:

f ′(x0) =
f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
+O(h2). (3.8)

Demostración: Como se ha introducido anteriomente, los pasos para obtener
(3.8) son sencillos, primero desarrollamos la Serie de Taylor en los puntos a =
x0 +h y a = x0−h y luego hacemos una combinación lineal de ambas expresiones.
Sea la fórmula adelantada:

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+
f ′′(x0)h2

2!
+
f ′′′(ξ1)h3

3!
, (3.9)

con ξ1 ∈ (x0, x0 + h). Por otro lado, sea la fórmula atrasada:

f(x0 − h) = f(x0) + f ′(x0)(−h) +
f ′′(x0)(−h)2

2!
+
f ′′′(ξ2)(−h)3

3!
+ . . . ,

f(x0 − h) = f(x0)− hf ′(x0) +
h2f ′′(x0)

2
− h3

6
f ′′′(ξ2), (3.10)

con ξ2 ∈ (x0 − h, x0).
Multiplicando por −1 toda la expresión (3.10) y posteriormente sumando la

expresión (3.9) obtenemos:

f(x0 + h) = f(x0) +h.f ′(x0) +h2

2
f ′′(x0) +h3

6
f ′′′(ξ1)

−f(x0 − h) = −f(x0) +h.f ′(x0) −h2

2
f ′′(x0) +h3

6
f ′′′(ξ2)

f(x0 + h)− f(x0 − h) = 2hf ′(x0) +h3

6
[f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2)]

Aśı, nos queda que

2hf ′(x0) = f(x0 + h)− f(x0 − h)− h3

6
[f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2)].

Por otro lado, aplicando el teorema del valor intermedio es sencillo probar
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que:

f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2)

2
= f ′′′(ξ),

con ξ ∈ (x0 − h, x0 + h). Finalmente, despejando f ′(x0) tenemos que:

f ′(x0) =
f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
− h3f ′′′(ξ)

6h

=
f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
−h

2

6
f ′′′(ξ)︸ ︷︷ ︸

Error O(h2)

=
f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
+O(h2).

Nota 3.4. Es muy importante darse cuenta que para obtener fórmulas de orden
superior es necesario realizar combinaciones lineales de manera que al sumar
varios desarrollos de Taylor se vayan cancelando las potencias de h. En otras
palabras, la serie de Taylor se puede ver como un polinomio en la variable h, si
nosotros queremos obtener una fórmula para la primera derivada, es cuando h
está elevado a 1, para obtener una fórmula de orden 2 (como la que acabamos
de obtener) tenemos que cancelar el factor h2 y pasar a h3, por ello, si miramos
los desarrollos (3.9) y (3.10) y especialmente el término h2 de cada uno de ellos,
vemos que son iguales, por eso, al cambiar de signo la expresión (3.10) y sumar,
ese término se cancela y pasamos al término h3, y nuestra aproximación es de
orden 2.

Esto mismo que se ha explicado se puede hacer para obtener fórmulas de ma-
yor orden, o para aproximar distintas derivadas, veremos ejemplos durante el
desarrollo del caṕıtulo y en el Apendice C.

Ejemplo 3.4. Obtener una fórmula de derivación centrada de orden 4 [6].

Solución: La idea, ya que en el ejercicio se indica que es centrada, es probar en
los puntos x−2h, x−h, x+h y x+2h. Para asegurar que es de orden 4 necesitamos
llegar hasta el desarrollo de h5 (ya que la primera derivada tiene término h y al
despejar y dividir perdemos un orden). Con esta información hacemos la Serie de
Taylor en cada punto:

f(x+ 2h) = f(x) + 2hf ′(x) + 2h2f ′′(x) +
4h3

3
f ′′′(x) +

2h4

3
f (IV )(x) +

4f (V )(ξ1)

15
h5, (3.11)

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) +
h2

2
f ′′(x) +

h3

6
f ′′′(x) +

h4

24
f (IV )(x) +

f (V )(ξ2)

120
h5, (3.12)

f(x− h) = f(x)− hf ′(x) + h2

2
f ′′(x)− h3

6
f ′′′(x) +

h4

24
f (IV )(x)− f (V )(ξ3)

120
h5, (3.13)

f(x− 2h) = f(x)− 2hf ′(x) + 2h2f ′′(x)− 4h3

3
f ′′′(x) +

2h4

3
f (IV )(x)− 4f (V )(ξ4)

15
h5. (3.14)

donde ξi con i ∈ {1, 2, 3, 4} pertenece al intervalo asociado a cada desarrollo de
Taylor.
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En este momento, en el cual tenemos todos los desarrollos, tenemos que ob-
tener una combinación lineal de todas las expresiones desde (3.11) hasta la ex-
presión (3.14), de manera que al hacer la combinación lineal los términos h2,
h3 y h4 desaparezcan (o analogamente que los términos f ′′(x), f ′′′(x) y f (IV )(x)
desaparezcan).

¿Cómo se puede obtener esta combinación lineal? Pues solamente es necesario
escribir este pequeño sistema de ecuacionees sobredeterminado (es decir, con
más incognitas que ecuaciones y por tanto siempre tiene infinitas soluciones).
Sean a, b, c y d los coeficientes que multipliquen a las expresiones (3.11)-(3.14),
respectivamente. Entoces el sistema a resolver es:

2a +
1

2
b +

1

2
c + 2d = 0

4

3
a +

1

6
b − 1

6
c − 4

3
d = 0

2

3
a +

1

24
b +

1

24
c +

2

3
d = 0

Es importante destacar que la primera ecuación es la formada por los coeficientes
del término h2 en todas las expresiones. Una de las infinitas soluciones puede ser

a = 1, b = −8, c = 8 y d = −1.

Ahora, realizando la siguiente combinación lineal:

(3.11)−8·(3.12)+8·(3.13)−(3.14)

se obtiene que el término de la izquierda de la igualdad vale

f(x+ 2h)− 8f(x+ h) + 8f(x+ h)− f(x+ 2h),

y por otro lado, los términos de h2, h3 y h4 es fácil ver que se han cancelado, y
solo nos queda

−12hf ′(x) +
1

15
(4f (V )(ξ1)− f (V )(ξ2)− f (V )(ξ3) + 4f (V )(ξ4))h5.

De donde se obtiene la siguiente fórmula de la primera derivada, con error de
cuarto orden:

f ′(x) =
−f(x+ 2h) + 8f(x+ h)− 8f(x− h) + f(x− 2h)

12h
+O(h4). (3.15)

3.4. Derivadas de orden superior

De manera análoga, puede utilizarse también la Serie de Taylor, para obte-
ner derivadas de orden superior, como la segunda y tercera derivada, las cuales
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sintetizaremos en esta sección.

Ejemplo 3.5. Obten una fórmula para aproximar la f ′′(x) con orden 2.

Solución: Desarrollamos la Serie de Taylor en los puntos x− h y x+ h.

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) +
h2

2
f ′′(x) +

h3

6
f ′′′(x) +

h4

24
f (IV )(ξ1),

f(x− h) = f(x)− hf ′(x) +
h2

2
f ′′(x)− h3

6
f ′′′(x) +

h4

24
f (IV )(ξ2),

Sumando ambas expresiones, claramente los términos h y h3 se cancelan, por
lo que nos queda:

f(x+ h) + f(x− h) = 2f(x) + f ′′(x)h2 +
h4

24
(f (IV )(ξ1) + f (IV )(ξ2)),

f ′′(x) =
f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)

h2
+O(h2). (3.16)

Ejemplo 3.6. Utilizar las formulas para la primera derivada, y derivadas de
orden superior vistas en la Tabla 3.4 para aproximar las primeras derivadas de la
función

f(x) = (
√
x+ 2x− 5)ln(x+1)

en el punto x1 = 2 y con paso h = 0,01.

Primera derivada hacia delante.

f ′(x1) ≈ f(x1 + h)− f(x1)

h

f ′(2) ≈ f(2 + 0,01)− f(2)

0,01

=
(
√

2,01 + 2(2,01)− 5)ln(2,01+1) − (
√

2 + (2(2)− 5)ln(2+1)

0,01

=
(0,437744687)ln(3,01) − (0,414213562)ln(3)

0,01

=
0,402389753− 0,379732639

0,01
=

0,022657114

0,01

= 2,2657114
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Tabla 3.1: Principales fórmulas de derivación numérica

Derivada
Tipo de
fórmula

Fórmula

Orden
del
error

f ′′(x)

Hacia
Adelante

f(x+2h)−2f(x+h)+f(x)
h2

O(h)

−f(x+3h)+4f(x+2h)−5f(x+h)+2f(x)
h2

O(h2)

Centrada
f(x+h)−2f(x)+f(x−h)

h2

O(h2)

−f(x+2h)+16f(x+h)−30f(x)+16f(x−h)−f(x−2h)
12h2

O(h4)

Hacia
atrás

f(x)−2f(x+h)+f(x−2h)
h2

O(h)

2f(x)−5f(x−h)+4f(x−2h)−f(x−3h)
h2

O(h2)

f ′′′(x)

Hacia
Adelante

f(x+3h)−3f(x+2h)+3f(x+h)−f(x)
h3

O(h)

−3f(x+4h)+14f(x+3h)−24f(x+2h)+18f(x+h)−5f(x)
2h3

O(h2)

Centrada
f(x+h)−2f(x+h)+2f(x−h)−f(x−2h)

2h3

O(h2)

−f(x+3h)+8f(x+2h)−13f(x+h)+13f(x−h)−8f(x−2h)+f(x−3h)
8h3

O(h4)

Hacia
atrás

f(x)−3f(x−h)+3f(x−2h)−f(x−3h)
h3

O(h)

5f(x)−18f(x−h)+24f(x−2h)−14f(x−3h)+3f(x−4h)
2h3

O(h2)

Fuente: Elaboración propia
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Primera derivada hacia atrás

f ′(x1) ≈ f(x1)− f(x1 − h)

h

f ′(2) ≈ f(2)− f(2− 0,01)

0,01

=
(
√

2 + 2(2)− 5)ln(2+1) − (
√

1,99 + 2(1,99)− 5)ln(1,99+1)

0,01

=
0,379732639− 0,357210984

0,01
=

0,022521654

0,01

= 2,252165452

Primera derivada central

f ′(x1) ≈ f(x1 + h)− f(x1 − h)

2h

f ′(2) ≈ f(2 + 0,01)− f(2− 0,01)

2(0,01)

=
(
√

2,01 + 2(2,01)− 5)ln(2,01+1) − (
√

1,99 + 2(1,99)− 5)ln(1,99+1)

2(0,01)

=
0,402389753− 0,357210984

0,02
=

0,045178769

0,02

= 2,25893845

Segunda derivada hacia delante

f ′′(x1) ≈ f(x1 + 2h)− 2f(x1 + h) + f(x1)

h2

f ′′(2) ≈ f(2 + 2(0,01))− 2f(2 + 0,01) + f(2)

(0,01)2

=
(
√

2,02 + 2(2,02)− 5)ln(2,02+1) − 2(
√

2,01 + 2(2,01)− 5)ln(2,01)+1

(0,01)2

+
(
√

2 + 2(2)− 5)ln(2+1)

(0,01)2

=
0,425188118− 2(0,402389753) + 0,379732639

0,0001
=

0,000141251

0,0001

= 1,41251
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Segunda derivada hacia atrás

f ′′(x1) ≈ f(x1)− 2f(x1 − h) + f(x1 − 2h)

(h)2

f ′′(2) ≈ f(2)− 2f(2− 0,01) + f(2− 2(0,01))

(0,01)2

=
(
√

2 + 2(2)− 5)ln(2+1) − 2(
√

1,99 + 2(1,99)− 5)ln(1,99+1)

0,0001

+
(
√

1,98 + 2(1,98)− 5)ln(1,98+1)

0,0001

=
0,379732639− 2(0,357210984) + 0,334818827

0,0001
=

0,000129498

0,0001

= 1,294982895

Segunda derivada centrada

f ′′(x1) ≈ f(x1 + h)− 2f(x1) + f(x1 − h)

h2

f ′′(2) ≈ f(2 + 0,01)− 2f(2) + f(2− 0,01)

(0,01)2

=
(
√

2,01 + 2(2,01)− 5)ln(2,01+1) − 2(
√

2 + 2(2)− 5)ln(2+1)

(0,01)2

+
(
√

1,99 + 2(1,99)− 5)ln(1,99)+1

0,0001

=
0,402389753− 2(0,379732639) + 0,357210984

0,0001
=

0,000135459

0,0001

= 1,35459

Tercera derivada hacia delante

f ′′′(x1) ≈ f(x1 + 3h)− 3f(x1 + 2h) + 3f(x1 + h)− f(x1)

h3
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f ′′′(2) ≈ f(2 + 3(0,01)− 3f(2 + 2(0,01)) + 3f(2 + 0,01)− f(2)

(0,01)3

=
(
√

2,03 + 2(2,03)− 5)ln(2,03+1) − 3(
√

2,02 + 2(2,02)− 5)ln(2,02−1)

(0,01)3

+
3(
√

2,01 + 2(2,02)− 5)ln(2,01+1) − (
√

2 + 2(2)− 5)ln(2+1)

(0,01)3

=
0,448133368− 3(0,425188118) + 3(0,402389753)− 0,379732639

0,000001

=
0,000005634

0,000001
= 5,634

Tercera derivada hacia atrás

f ′′′(x1) ≈ f(x1)− 3f(x1 − h) + 3f(x1 − 2h)− f(x1 − 3h

(h)3

f ′′′(2) ≈ f(2)− 3f(2− 0,01) + 3f(2− 2(0, 01))− f(2− 3(0,01)

(0,01)3

= 6,133343368

Tercera derivada centrada

f ′′′(x1) ≈ f(x1 + 2h)− 2f(x1 + h) + 2f(x1 − h)− f(x1 − 2h)

2h3

f ′′′(2) =
f(2 + 2(0,01))− 2f(2 + 0,01) + 2f(2− 0,01)− f(2− 2(0,01))

2h3

= 5,8765

Cuarta derivada hacia delante

f (IV )(x1) ≈ f(x1 + 4h)− 4f(x+ 3h) + 6f(x1 + 2h)− 4f(x1 + h) + f(x1)

h4
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f (IV )(2) ≈ f(2 + 4(0,01))− 4f(2 + 3(0,01)) + 6f(2 + 2(0,01))

(0,01)4

− 4f(2 + 0,01) + f(2)

(0,01)4

= −15,5

Cuarta derivada hacia atrás

f (IV )(x1) ≈ f(x1)− 4f(x1 − h) + 6f(x1 − 2h)− 4f(x1 − 3h) + f(x1 − 4h)

h4

f (IV )(2) ≈ f(2)− 4f(2− 0,01) + 6f(2− 2(0,01))− 4f(2− 3(0,01))

(0,01)4

+
f(2− 4(0,01))

(0,01)4

= −17,2756033

Cuarta derivada centrada

f (IV )(x1) ≈ f(x1 + 2h)− 4f(x1 + h) + 6f(x1)− 4f(x1 − h) + f(x1 − 2h)

h4

f (IV )(2) =
f(2 + 2(0,01))− 4f(2 + 0,01) + 6f(2)− 4f(2− 0,01)

(0,01)4

+
f(x1 − 2(0,01))

(0,01)4

= -16.9

(Ver codificación en Matlab en Apéndice C)

3.5. Fórmulas basadas en polinomios de inter-

polación

Estas fórmulas sirven tanto si los datos están equiespaciados, o no, y, utilizan
entre otros, los polinomios de interpolación de Lagrange y Newton. La idea es muy
sencilla, sabemos que un polinomio es muy facil de derivar, por lo tanto, si tenemos
un polinomio que aproxima a la función f(x) (ver caṕıtulos de interpolación en
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[2], [4, Cap. 2], [8, Cap. 1] ó [11, Cap. 8]) tenemos que

f(x) = p(x) + e(f(x)),

por lo tanto,

f (k)(x) = p(k)(x) + e(k)(f(x)), ∀k = 0, 1, 2 . . .

y vamos a tomar como aproximación

f (k)(x) ≈ p(k)(x), ∀k = 0, 1, 2 . . .

Con esta sencilla idea vamos a redescubrir algunas de las fórmulas de deriva-
ción más utilizadas (muchas de ellas son las anteriores).

3.5.1. Utilizando el polinomio interpolador de Lagrange

Dada una función f(x), podemos obtener sus fórmulas de derivación, constru-
yendo su polinomio de interpolación, y, tomando sus derivadas como aproxima-
ciones a las derivadas de la función original [13]. Aśı:

f(x) = pn(x) + e(f(x)) =
n∑
i=0

f(xi)`i(x) +
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
w(x), (3.17)

donde pn(x) es el polinomio interpolador de Langrange, que viene dado por

pn(x) =
n∑
i=0

f(xi)`i(x),

y los polinomios `i(x) son los polinomios básicos de Lagrange que están definidos
por

`i(t) =
n∏
k=0
k 6=i

(
x− xk
xi − xk

)
.

Por otro lado, si miramos cualquier libro de la bibliograf́ıa sobre interpolación,
sabemos que el error de interpolación que cometemos viene dado por la fórmula
de Cauchy, esto es:

e(f(x)) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
w(x),

con w(x) el polinomio nodal dado por w(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn).
Derivando la expresión (3.17) tenemos:

f ′(x) =
n∑
i=0

f(xi)`
′
i(x) +

1

(n+ 1)!

(
f (n+1)(ξ)w′(x) + w(x)

∂f (n+1)(ξ)

∂x

)
,

Particularizando para x = xk con k = 0, 1, . . . , n,
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f ′(xk) =
n∑
i=0

f(xi)`
′
i(xk) +

1

(n+ 1)!

(
f (n+1)(ξ)

n∏
j=0,j 6=k

(xk − xj)

)
.

Obtención de algunas fórmulas de derivación numérica usando el poli-
nomio interpolador de Lagrange

Utilizando el polinomio de Lagrange, vamos a deducir las fórmulas para la
primera y segunda derivada. Usamos tres puntos: x0 = x–h, x1 = x y x2 = x+h.

P2(t) = f(x0)`0(t) + f(x1)`1(t) + f(x2)`2(t)

= f(x0)
(t− x1)(t− x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
+ f(x1)

(t− x0)(t− x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)

+ f(x2)
(t− x0)(t− x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)

= f(x− h)
(t− x)(t− x− h)

(x− h− x)(x− h− x− h)
+ f(x)

(t− x+ h)(t− x− h)

(x− x+ h)(x− x− h)

+ f(x+ h)
(t− x+ h)(t− x)

(x+ h− x+ h)(x+ h− x)

= f(x− h)
(t− x)(t− x− h)

2h2
− f(x)

(t− x+ h)(t− x− h)

h2

+ f(x+ h)
(t− x+ h)(t− x)

2h2
,

Ahora, derivando en la expresión obtenida respecto de la variable t y posterior-
mente evaluando en x, que es donde queremos obtener la aproximación de la
derivada, tenemos:

P ′2(t) = f(x− h)
2t− 2x− h

2h2
− f(x)

2t− 2x

h2
+ f(x+ h)

2t− 2x+ h

2h2
,

P ′2(x) = f(x− h)
2x− 2x− h

2h2
− f(x)

2x− 2x

h2
+ f(x+ h)

2x− 2x+ h

2h2
,

P ′2(x) = −f(x− h)

2h
+
f(x+ h)

2h
.

Por lo tanto, hemos obtenido que

P ′2(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
, (3.18)

y podemos aproximar

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x− h)

2h
.

Nota 3.5. Hemos recuperado la fórmula de derivación por el método de Tay-
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lor (3.8), lo siguiente que vamos a hacer es derivar dos veces P2(t) y vamos a
recuperar la fórmula para la segunda derivada de la página 64.

Derivamos dos veces P2(x) y evaluamos en x para obtener:

P ′′2 (t) = f(t− h)
2(1)− 0)

2h2
− f(t)

2(1)− 0

h2
+ f(t+ h)

2(1)− 0

2h2
,

P ′′2 (x) =
f(x− h)

h2
− 2f(x)

h2
+
x+ h

h2

=
f(x− h)

h2
− 2f(x)

h2
+
f(x+ h)

h2
.

Con ello tenemos:

f ′′(t) ≈ f(x− h)− 2f(x) + f(x+ h)

h2
. (3.19)

3.5.2. El polinomio interpolador de Newton

Vamos a deducir, manera de ejemplo, las fórmulas de la primera derivada,
utilizando dos y tres puntos, y, el polinomio interpolador de Newton [8].

Fórmula con dos puntos:

Sean los puntos x0 y x1:

p(x) = f(x0) + f [x0, x1](x− x0), (3.20)

donde f [x0, x1] es la diferencia dividida de Newton definida por

f [xk] = f(xk),

f [xk, xk+1] =
f(xk+1)− f(xk)

xk+1 − xk
,

f [xk, xk+1, xk+2] =
f [xk+1, xk+2]− f [xk, xk+1]

xk+2 − xk
,

...

f [xk, xk+1, . . . , xk+i] =
f [xk+1, xk+2, . . . , xk+i]− f [xk, xk+1, . . . , xk+i−1]

xk+i − xk
.

Derivando (3.20) nos queda:

p′(x) = f [x0, x1] =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0

.

Si hacemos x1 = x0 + h, al reemplazar en la ecuación anterior, nos quedaŕıa
la formula (3.6) de la primera derivada, obtenida mediante la serie de Taylor.

Fórmula con tres puntos:

Sean los puntos x0, x1 y x2, su polinomio interpolador es:
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p(x) = f(x0) + f [x0, x1](x− x0) + f [x0, x1, x2](x− x0)(x− x1).

Derivando:

p′(x) = f [x0, x1] + f [x0, x1, x2](2x− (x0 + x1))′,

finalmente, evaluando los puntos x0 = x− h, x1 = x y x2 = x + h obtenemos la
fórmula de derivación centrada y de orden 2 para la primera derivada.

Se deja al lector como ejercicio obtener nuevas fórmulas usando distintos po-
linomios interporladores.

3.6. Inestabilidad de las fórmulas de derivación

numérica

En las fórmulas de derivación numérica antes vistas, se cometen errores. Aśı
por ejemplo, considerando la formula progresiva para la primera derivada, al
calcular los valores de f(x + h) y f(x), se cometen errores de redondeo: e(h) y
e(−h), respectivamente [13].

Para ejemplificarlo, vamos a seguir el contenido y el ejemplo de [8, Pags.
160-162]. Sabemos que para la primera derivada tenemos

f ′(x) = Dh(f)− f ′′(ξ)

2
h, Dh(f) =

f(x+ h)− f(x)

h
.

Asi, śı existe |f ′′(ξ)| ≤M2, entonces teoricamente el error vendŕıa dado por

|f ′(x)−Dh(f)| ≤ M2

2
h,

lo que nos lleva a pensar que mientras menor sea el paso h, menor es el error,
llegando a pensar que el error será 0 cuando h→ 0.

Pero no podemos evitar errores de cancelación, por lo que no evaluamos la fun-
ción f , sino una pertubarción dada por f(x) = f̃(x) + e(x). Usando la linealidad
del operador derivada Dh(f) tendŕıamos:

f ′(x)−Dh(f̃) = f ′(x)−Dh(f)−Dh(e).

Si asumimos que máx{e(x) : x ∈ [x, x+ h]} := ||e||∞ ≤ ε, entonces

|Dh(e)| ≤
∣∣∣∣e(x+ h)− e(x)

h

∣∣∣∣ ≤ 2ε

h
.

De esta manera, la cota real seŕıa:

|f ′(x)−Dh(f̃)| ≤ M2

2
h+

2ε

h
.
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Para valores muy pequeños de h, tenemos un valor O(1/h) que domina, por
lo tanto, hay un valor mı́nimo de h que es el error más pequeño al que podemos
aspirar. Vamos a ver esto con un ejemplo (ver [8, Ej. 1.4]).

Ejemplo 3.7. Vamos a comprobar las conclusiones anteriores por medio del
siguiente experimento. Sea f(x) = sen(x) y vamos a aproximar f ′(π/3,2) =
cos(π/3,2) usando la derivada progresiva vista en (3.6). Vamos a usar los pa-
sos h = 10−4, 10−5, . . . , 10−12.

Solución: Vamos a usar Matlab, con este pequeño código Matlab nos devuelve
todos los valores requeridos:

format long

p=(4:12);

paso=10.^(-p);

aprox=(sin(pi/3.2+paso)-sin(pi/3.2))./paso;

error=aprox-cos(pi/3.2)

Los resultados obtenidos son:

h Error cometido
10−4 −0,0000415744072991275
10−5 −0,0000041573645016557
10−6 −0,0000004157574774455
10−7 −0,0000000420564073567
10−8 0,0000000012422906037
10−9 0,0000000234467510962
10−10 −0,0000001985978538288
10−11 −0,0000035292669278153
10−12 −0,0000146314971739558

Como vemos, el error más pequeño es cuando h = 10−8, lo que coincide con
el análisis anterior. 2

3.7. Extrapolación de Richardson

La extrapolación de Richardson, es un método de derivación numérica que
busca mejorar la precisión del cálculo de la derivada, disminuyendo el error li-
mitado por el parámetro h [9]. Si pensamos en los métodos obtenidos por el
desarrollo de Taylor, al truncar la serie tenemos un error que viene dado por

e(f) = c0h+ c1h
n+1 + c2h

n+2 + . . .

¿Podŕıamos modificar el método numérico para pasar de un O(hn) a un paso
O(hn+1)?, en otras palabras, ¿podemos cancelar el término O(hn)? SI, para verlo
se hará lo siguiente: Considérese la función N(h):
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N(h) = N0 + αhm +O(hm+1), (3.21)

Siendo N(h) una aproximación a N0 de orden m y h→ 0. Sustituyendo h por
τh, siendo 0 < τ y τ 6= 1, nos queda:

N(τh) = N0 + αhmτm +O(hm+1), (3.22)

Multiplicando por τm la expresión (3.21) y restándole la (3.22), tenemos:

τmN(h) = τmN0 + τmαhm + τmO(hm+1)

−N(τh) = −N0 − τmαhm −O(hm+1)
τmN(h)−N(τh) = τmN0 −N0 + τmO(hm+1)−O(hm+1)

Con esto, obtenemos que:

τmN(h)−N(τh) = (τm − 1)N0 + (τm − 1)O(hm+1)

τmN(h)−N(τh) = (τm − 1)[N0 +O(hm+1)]
τmN(h)−N(τh)

τm−1
= N0 +O(hm+1)

¿Qué acabamos de obtener? Pues hemos obtenido un método numérico

τmN(h)−N(τh)

τm − 1

que converge a una cantidad N0 con un orden O(hn+1). Es importante fijarnos
que este proceso se puede repetir y pasar a obtener otro nuevo método numérico
de orden O(hn+2), O(hn+3), etc... En realidad, acabamos de probar el siguiente
teorema:

Teorema 3.2 (Extrapolación de Richardson reiterada). [10] Supongamos
que para la función N(h) es válido el desarrollo asintótico

N(h) = N0 + n1h
p1 + n2h

p2 + . . . , 0 < p1 < p2 . . . , h→ 0.

Sean τ > 0 y τ 6= 1, y la sucesión Nn(h), dada recursivamente por:

N1(h) = N(h),

Nn+1(h) =
τ pnNn(h)−Nn(τh)

τ pn − 1
, n ∈ N. (3.23)

Entonces
Nn(h) = N0 +O(hpn), h→ 0.

Nota 3.6. Es muy importante destacar que este método que acabamos de desa-
rrollar es válido para cualquier fórmula de derivación numérica, incluso en el
caṕıtulo siguiente, lo podremos usar para integración numérica.
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En el Apéndice C veremos su implementación en Matlab y más ejemplos, pero
ahora vamos a ver este método usando los datos del Ejemplo 3.7 y realizandolo
a mano:

Ejemplo 3.8. Usando los datos obtenidos en el Ejemplo 3.7, para h = 10−4, h =
10−5 y h = 10−6 que son respectivamente 0,555528658612303, 0,555566075655101
y 0,555569817262125. Aplicar la fórmula (3.23) con τ = 10 y obtener una mejor
aproximación de cos(π/3,2).

Solución: Claramente usando el Teorema de la Extrapolación de Richardson,
rapidamente tenemos:

N1(10−4) = 0,555528658612303,

N1(10−5) = 0,555566075655101,

N1(10−6) = 0,555569817262125.

Ahora necesitamos calcular N2(h), para ello usamos (3.23):

N2(10−5) =
10×N1(10−5)−N1(10× 10−5)

10− 1
= 0,555570233104301,

N2(10−6) =
10×N1(10−6)−N1(10−5)

10− 1
= 0,555570232996239.

Por último,

N3(10−6) =
102 ×N2(10−6)−N2(10−5)

100− 1
= 0,555570232995148.

Por tanto, la mejor aproximación es N3(10−6) = 0,555570232995148. Los datos
se pueden escribir en forma de matriz triangular inferior, y esto nos va a ayudar
a la hora de implementarlo en Matlab de forma eficiente (ver implementación en
Matlab en Apéndice C):

N1(10
−4) = 0,555528658612303

N1(10
−5) = 0,555566075655101 N2(10

−5) = 0,555570233104301
N1(10

−6) = 0,555569817262125 N2(10
−6) = 0,555570232996239 N3(10

−6) = 0,555570232995148

Nota 3.7. La forma de llenar esta matriz es muy sencilla, la primera columna
es aplicar el método numérico que queramos, por ejemplo, la derivada progresiva
con distintos valores de h, en realidad, lo valores de h son h/τ i−1 donde i indica
la posición o fila de la matriz, es decir, eligiendo el h de partida en la posición
de la matriz a1,1, en este caso h = 10−4, el resto vienen prefijados.

Para el resto de columnas, la posición ai,j con j ≤ 2, se llenan usando unica-
menente ai,j−1 y ai−1,j−1 y la fórmula (3.23).

Nota 3.8. En la práctica se suele usar τ = 2 por estabilidad computacional (ver
[8, Cap. 3]).
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Apéndice C

En este Apéndice se encuentran las implementaciones (sintaxis) en Matlab de
ejercicios referentes al caṕıtulo de Derivación Numérica. Además, se encuentran
ejemplos resueltos extras del contenido del caṕıtulo.

C.1. Ejemplo de la Serie de Taylor.

Ejemplo C.1. Sea f(x) = 4x · sen(x), hallar su aproximación usando la serie de
Taylor de tercer orden con a = π

2
. Predecir el valor de f(x) en x = 1, encontrar

el error de truncamiento y dibujar en un entorno de a = π
2

las funciones f(x) y
T3,π/2[4x · sen(x)](x).

Solución: Lo primero es construir el polinomio de Taylor desarrollado en el punto
a = π

2
.

T3,π/2[4x · sen(x)](x) =
3∑
i=0

f (i)(x)

i!

(
x− π

2

)i
= 2π + 4

(
x− π

2

)
− π

(
x− π

2

)2

− 2
(
x− π

2

)3

=

(
4− π2

2

)
x+ 2πx2 − 2x3.

Ahora toca predecir el valor en x = 1,

T3,π/2[4x · sen(x)](1) =

(
4− π2

2

)
+ 2π − 2 = 3,34838.

Por otro lado, si calculamos el valor real, seŕıa f(1) = 3,36588, vemos que la
aproximación es bastante buena.

El error de truncamiento, puesto que conocemos el valor real seŕıa

ET = |3,34838− 3,36588| = 0,0175008.

Si no conocemos el valor real tenemos que acotar f (IV )(x) en el intervalo
[1, π − 1].
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Figura C.1: Funciones f(x) y T3,π/2[4x · sen(x)](x).
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Fuente: Elaboración propia.

f (IV )(x) = 4x·sen(x)−16 cos(x) ⇒ |f (IV )(x)| ≤ 4(π−1)+16 = 24,5664,

aśı una cota del error viene dado por

ET ≤
f (IV )(ξ)

4!

(
1− π

2

)4

= 0,108656.

Por último, dibujamos las gráficas solicitadas se pueden ver en la Figura
C.1. 2

C.2. Grado de exactitud

Definición C.1. Dada una fórmula de aproximación para la derivada k-ésima
en el punto a de la forma

D
(k)
f (a) =

n∑
i=0

αif(xi),

diremos que el máximo valor m tal que una fórmula aproximada como las an-
teriores es exacta para todo f ∈ Pm se llama grado de exactitud de dicha
fórmula.

Ejemplo C.2. Hallar los coeficientes ai para que la siguiente fórmulas de deri-
vación numérica sea exacta en P2:

f ′(2) ≈ a1f(0) + a2f(2) + a3f(4).
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Solución: Para que una fórmula sea exacta en P2, es necesario solamente justificar
que es exacta en una base de P2, o lo que es lo mismo, justificar la exactitud en
este caso en la base canónica {1, t, t2}.

Veamos la exactitud para f(t) = 1. Por un lado derivamos y por otro lado
aplicamos la fórmula de derivación, y luego igualamos:

f(t) = 1⇒ f ′(t) = 0⇒ f ′(2) = 0.

D
(1)
f (2) = a1f(0) + a2f(2) + a3f(4) = a1 · 1 + a2 · 1 + a3 · 1 = a1 + a2 + a3.

Por lo tanto, nuestra primera ecuación seŕıa

0 = a1 + a2 + a3.

Veamos la exactitud para f(t) = t. Por un lado derivamos y por otro lado
aplicamos la fórmula de derivación, y luego igualamos:

f(t) = t⇒ f ′(t) = 1⇒ f ′(2) = 1.

D
(1)
f (2) = a1f(0) + a2f(2) + a3f(4) = a1 · 0 + a2 · 2 + a3 · 4 = 2a2 + 4a3.

Por lo tanto, nuestra ecuación quedaŕıa

1 = 2a2 + 4a3.

Veamos la exactitud para f(t) = t2. Analogamente:

f(t) = t2 ⇒ f ′(t) = 2t⇒ f ′(2) = 4.

D
(1)
f (2) = a1f(0) + a2f(2) + a3f(4) = a1 · 0 + a2 · 4 + a3 · 8 = 4a2 + 8a3.

Y finalmente, nuestra última ecuación seŕıa

4 = 4a2 + 16a3.

Resolviendo el sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas, obtenemos que

a0 =
−1

4
, a1 = 0 y a2 =

1

4
. 2

C.3. Derivación númerica utilizando fórmulas de

Taylor.

Ejemplo C.3. La distancia recorrida por un veh́ıculo se ha ajustado a la siguiente
tabla. Use los datos para dibujar la gráfica de esta función y estime la pendiente
de la recta tangente en los siguientes puntos:

a) t = 0,5, b) t = 2,50, c) t = 1,50, d) comparación.
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Tabla de datos
t(horas) d(Km)

0 0
0.5 38
1 78

1.5 105
2 147

2.5 191

Solución del ejercicio utilizando Matlab.

Para ingresar los datos los ponemos en la ventana de Command Window
de la siguiente manera:

t = [0 0.5 1 1.50 2 2.50]’;

d = [0 38 78 105 147 191]’;

Lo ingresamos como matriz transpuesta para que el programa lo utilice
como vector.

a) Diferencia progresiva en el punto 0.5

Código Matlab
function[derivacionumerica] = dpro(t, d);
plot(t, d)
num=2;
num1=num+1;
%diferencia progresiva

dp = (d(num1) - d(num)) / (t(num1) - t(num));
titulos = [’DERIVADA PROGRESIVA’]
derivacionumerica = [ dp ];

Command Window
>> dpro(t,d)

titulos =
DERIVADA PROGRESIVA

ans =
80

208



b) Diferencia regresiva en el punto 2.50

Código Matlab
function [derivacionumerica] = dregre(t, d)
plot(t, d)
num = 6;
num2 = num - 1;
%diferencia regresiva

dr = (d(num) - d(num2)) / (t(num) - t(num2));
titulos = [’DERIVADA REGRESIVA’]
derivacionumerica=[ dr ];

Command Window
>> dregre(t,d)
titulos =

DERIVADA REGRESIVA
ans =

88

c) Diferencia central en el punto 1.50

Código Matlab
function [derivacionumerica] = dcen(t, d)
plot(t, d)
num= 4;
num1 = num +1;
num2 = num - 1;
%diferencia regresiva

dc = (d(num1) - d(num2)) / (t(num1) - t(num2));
titulos = [’DERIVADA CENTRAL’]
derivacionumerica = [ dc ];

Command Window
>> dcen(t,d)

titulos =
DERIVADA CENTRAL

ans =
69

d) Comparación de los 3 métodos.
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Código Matlab
function [derivacionumerica] = diferencianum(t, h)
plot(t, h)
n = length(t);
dp = zeros(n, 1);
dr = zeros(n, 1);
dc = zeros(n, 1);
%diferencia progresiva
for i=1: (n-1)

dp(i) = (h(i+1) - h(i)) / (t(i+1) - t(i));
end

%diferencia regresiva
for i=2: n

dr(i) = (h(i) - h(i-1)) / (t(i) - t(i-1));
end

%diferencia central
for i=2: (n-1)

dc(i) = (h(i+1) - h(i-1)) / (t(i+1) - t(i-1));
end
titulos = [’Tiempo Horas Dprogresiva Dcentral Dregresiva’]
derivacionumerica = [t h dp dc dr];

Command Window
>>diferencianum(t, d)

titulos =

Tiempo Horas Dprogresiva Dcentral Dregresiva
ans =

0 0 76.0000 0 0
0.5000 38.0000 80.0000 78.0000 76.0000
1.0000 78.0000 54.0000 67.0000 80.0000
1.5000 105.0000 84.0000 69.0000 54.0000
2.0000 147.0000 88.0000 86.0000 84.0000
2.5000 191.0000 0 0 88.0000

Nota C.1. Muy importante destacar diferencianum(t, h), la última función
que acabamos de ver en Matlab, que dados dos vectores, t de nodos y h de imagenes
o datos, nos calcula una aproximación de la primera derivada. Se anima al lector
a implementar las fórmulas de las páginas 62 y 64.

Ejemplo C.4. Considere la siguiente tabulación de la función f(x) = tan
(
x
3

)
,

donde los valores están redondeados con cuatro cifras decimales.
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x f(x) = tan
(
x
3

)
1 0.2463

1,10 0.3849
1,20 0.4228
1.30 0.4627
1.340 0.5038

1. Use la fórmula de diferencias centradas de segundo orden (3.16) con h =
0, 10 para encontrar la aproximación de f ′′(1, 20).

2. Use la fórmula de diferencias centradas de segundo orden (3.16) con h =
0,05 para encontrar la aproximación de f ′′(1, 20).

3. Use la fórmula de diferencias centradas expandidas de cuarto orden de la
Tabla de la página 64 con h = 0, 10 para encontrar la aproximación de
f ′′(1, 20).

4. ¿Qué respuesta de los apartados a, b ó c, es más precisa? ¿Porqué?

Solución:

a) f ′′(xi) ≈
f(xi + 0,1)− 2f(xi) + f(xi − 0,1)

h2
,

f ′′(1, 20) ≈ f(1,2 + 0,1)− 2f(1,2) + f(1,2− 0,1)

0,12

= 0,110852841757425.

b) f ′′(xi) ≈
f(xi + 0,05)− 2f(xi) + f(xi − 0,05)

0,052
,

f ′′(1, 20) ≈ f(1,2 + 0,05)− 2f(1,2) + f(1,2− 0,05)

0,52

= 0,110774734224250.

c) f ′′(xi) ≈
−f(xi + 2) + 16f(xi + 1)− 30f(xi)

12h2

+ 16
f(xi − 1)− f(xi − 2)

12h2

f ′′(1, 20) ≈ −0,5038 + 16(0,4627)− 30(0,4228)

12(0,1)2

+ 16
(0,3840)− 0,3463

12(0,1)2

=
0,0131

0,12

= 0,10916667
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d) La respuesta es que la aproximación del apartado c) es la más precisa,
porque utiliza más terminos de la serie de Taylor y tiene un ordén 4.

Resolución en Matlab del ejercicio propuesto.

%Considere la siguiente tabulación de la función f(x) = tan(x/3) donde
%los valores están redondeados a cuatro cifras
valoresx = [1 1.1 1.2 1.3 1.4];
valoresf = [0 0.3463 0.3840 0.4627 0.5038];

h = 0.1;
h1 = 0.05;
num = 3;
plot(valoresx, valoresf, ’r’, valoresx(num), valoresf(num), ’x’);
num1=num+1;
num2=num-1;
num1 = num1 + 1;
num2 = num2 - 1;

disp(’Derivada central orden 2, con h=0,10’);
derivada = (valoresf(num1) - 2*valoresf(num) + valoresf(num2))/hˆ2;
disp(derivada);
disp(’Derivada central orden 2, con h=0,05’);
derivada1 = (valoresf(num1) - 2*valoresf(num) + valoresf(num2))/h1ˆ2;
disp(derivada1);
disp(’Derivada central orden 2, extendida con h=0,10’);
derivada2 = (-valoresf(num1) +16*valoresf(num1) - 30*valoresf(num)...
+ 16*valoresf(num2) - valoresf(num2))/(12*hˆ2);
disp(derivada2);

La respuesta de Matlab es:

Command Window
>>Ejemplo3
Derivada central orden 2, con h=0,10

0.110852841757425

Derivada central orden 2, con h=0.05
0.110774734224250

Derivada central orden 2, extendida con h = 0,10
0.10916667

Ejemplo C.5. Calcular la derivada de f(x) = sen(x) en x = π
4

y con h = 0,01.

a) Diferencias hacia adelante, desde primer orden a cuarto orden

212



Código Matlab
%Ejemplo de propio basado en el ejemplo de diferencias centrales
%Derivadas numéricas diferencias hacia adelante
%subs -¿sustituye los valores de new en la variable por defecto de la función
%vpa -¿variable-presición arithmetic, muestra todos los decimales o un
%numero de decimales que se le indique, ejemplo -¿(vpa(valor, decimal)).

function y= DiferenciasAdelanteOrdenN
f=input(’Ingrese la función f= ’);
x0 = input(’Ingrese el punto donde desea evaluar la derivada: ’);
h=0.01;
f4=subs(f, x0+4*h);
f3=subs(f, x0+3*h);
f2=subs(f, x0+2*h);
f1=subs(f, x0+h);
f0=subs(f, x0);
primeraderivada=(f1-f0)/h;

segundaderivada=(f2-2*f1+f0)/h2̂;

terceraderivada=(f3-3*f2+3*f1-f0)/h3̂;
cuartaderivada=(f4-4*f3+6*f2-4*f1+f0)/h<4;
disp(’Primera drivada hacia adelante’)
disp(vpa(primeraderivada))
disp(’Segunda derivada hacia adelante’)
disp(vpa(segundaderivada))
disp(’Tercera derivada hacia adelante’)
disp(vpa(terceraderivada))
disp(’Cuarta derivada hacia adelante’)
disp(vpa(cuartaderivada))

Command Window
>>DiferenciasAdelanteOrdenN
Ingrese la funcion f= ’sin(x)’
Ingrese el punto donde desea evaluar la derivada: pi/4
Primera derivada hacia adelante
0.70355949168920325471852532002289
Segunda derivada hacia adelante
-0.71413642493659406062295344563857
Tercera derivada hacia adelante
-0.69641232399643703404697959614188
Cuarta derivada hacia adelante
0.7210945411902455828229525237988

b) Diferencias hacia atrás, desde primer a cuarto orden

Se utiliza la función f(x) = sen(x) en f(x) = π
4

y con h = 0,01
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Código en Matlab
%Ejemplo propio basado en el ejemplo de diferencias centrales
%Derivadas numéricas diferencias hacias atras
%subs -¿sustituye los valores de new en la variable con defectos de la función, luego
%vpa -¿variable-presición arithmetic, muestra todos los decimales o un
%número de decimales que se le indique, ejemplo -¿(vpa(valor, decimales)).

function y = DiferenciasAtrasOrdenN
f=input(’Ingrese la function f= ’);
x0 = input(’Ingrese el punto donde desea evaluar la derivada: ’);
h=0.01;
f4=subs(f, x0-4*h);
f3=subs(f, x0-3*h);
f2=subs(f, x0-2*h);
f1=subs(f, x0-h);
f0=subs(f, x0);
primeraderivada=(f0-f1)/h;
segundaderivada=(f0-2*f1+f2)/hˆ2;
terceraderivada=(f0-3*f1+3*f2-f3)/hˆ3;
cuartaderivada=(f0-4*f1+6*f2-4*f3+f4)/hˆ4
disp(’Primera derivada hacia atrás’)
disp(vpa(primeraderivada))
disp(’Segunda derivada hacia atrás’)
disp(vpa(segundaderivada))
disp(’Tercera derivada hacia atrás’)
disp(vpa(Terceraderivada))
disp(’Cuarta derivada hacia atrás’)
disp(vpa(cuartaderivada))

Command Window
DiferenciasAtrasOrdenN
Ingrese la funcion f= ’sin(x)’
Ingrese el punto donde desea evaluar la derivada: pi/4
Primera derivada hacia atrás
0.71063050057570439140748026419013
Segunda derivada hacia atrás
-0.69999464286271815126476403237083
Tercera derivada hacia adelante
-0.71762446674889305365105108958354
Cuarta derivada hacia adelante
0.69281262689271388621847191365536

Ejemplo C.6. Vamos a elegir una sucesión de puntos hn de forma que h→ 0 y
analizar que ocurre con
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Dn =
f(a+ hn)− f(a)

hn

Tomar f(x) = ex, a = 1 y utilizamos hn = 10−n para n desde 1 hasta 18.

Generar una tabla que muestre los valores de h y los valores de Dn. ¿Qué
observa si h es muy pequeño?

Código en Matlab
n=1:18;
h=10.ˆ(-n);
a=1;
x=a+h;
valorfn=exp(x);
numerador=valorfn-exp(a);
DN=numerador./h; format long
disp([ ’Incremento Numerador Aproximación’])
disp([h’ numerador’ DN’])

La respuesta de Matlab es:

Command Window
>>Progresiva 1

Incremento Numerador Aproximación
0.100000000000000 0.285884195487388 2.858841954873879
0.010000000000000 0.027319186557871 2.731918655787080
0.001000000000000 0.002719641422533 2.719641422532781
0.000100000000000 0.000271841774708 2.718417747078483
0.000010000000000 0.000027182954199 2.718295419912309
0.000001000000000 0.000002718283187 2.718283186986525
0.000000100000000 0.000000271828196 2.718281963964842
0.000000010000000 0.000000027182818 2.718281777447373
0.000000001000000 0.000000002718282 2.718281599811689
0.000000000100000 0.000000000271828 2.718278935276430
0.000000000010000 0.000000000027183 2.718270053492233
0.000000000001000 0.000000000002718 2.718270053492233
0.000000000000100 0.000000000000271 2.713385072183883
0.000000000000010 0.000000000000027 2.664535259100376
0.000000000000001 0.000000000000003 2.664535259100376
0.000000000000000 0 0
0.000000000000000 0 0
0.000000000000000 0 0

Como observa en la tabla, mientras más pequeño es h, el valor de la aproxi-
mación devuelto es más pequeño, hasta que en cierta iteracion llega a ser cero.
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Calculando con diferencia hacia atrás, nos muestra los siguientes valores:

Código en Matlab
%Diferencia hacia atrás de f(x)=expˆx en n=18 iteraciones,
%siendo h=10ˆ-n evaluando en 1
n=1:18;
h=10.ˆ(-n);
a=1;
x=a-h;
valorfn=exp(x);
numerador=exp(a)-valorfn;
Dn=numerador./h;
format long
disp([’ Incremento Numerador Aproxima-
ción’]
disp([h’ Numerador’ Dn’])

Command Window
>>Regresiva1

Incremento Numerador Aproximación
0.100000000000000 0.258678717302096 2.586787173020957
0.010000000000000 0.027047356109783 2.704735610978304
0.001000000000000 0.002716923140479 2.716923140478667
0.000100000000000 0.000271814591890 2.718145918900738
0.000010000000000 0.000027182682371 2.718268237122957
0.000001000000000 0.000002718280470 2.718280469604650
0.000000100000000 0.000000271828169 2.718281693070423
0.000000010000000 0.000000027182819 2.718281866265215
0.000000001000000 0.000000002718282 2.718282043900899
0.000000000100000 0.000000000271828 2.718283376168529
0.000000000010000 0.000000000027183 2.718314462413218
0.000000000001000 0.000000000002719 2.718714142702083
0.000000000000100 0.000000000000272 2.722266856380884
0.000000000000010 0.000000000000028 2.753353101070388
0.000000000000001 0.000000000000003 3.108624468950438
0.000000000000000 0.000000000000000 4.440892098500626
0.000000000000000 0 0
0.000000000000000 0 0

Calculando con diferencia central nos muestra valores más exactos, ya que
toma valores de dos puntos para evaluar la función
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Código en Matlab
%Diferencia central de f(x)=expˆx en n=18 iteraciones,
%siendo h=10ˆ-n evaluando en 1
n=1:18;
h=10.ˆ(-n);
a=1;
x=a-h;
x1=a+h;
valorfn1=exp(x1);
valorfn2=exp(x);
numerador=valorfn1-valorfn2;
Dn=numerador./(2*h);
format long
disp([’ Incremento Numerador Aproximación’]
disp([h’ Numerador’ Dn’])

Command Window
>>Central1

Incremento Numerador Aproximación
0.100000000000000 0.544562912789484 2.722814563947418
0.010000000000000 0.054266542667654 2.718327133382692
0.001000000000000 0.005436564563011 2.718282281505724
0.000100000000000 0.000543656366598 2.718281832989611
0.000010000000000 0.000054365636570 2.718281828517633
0.000001000000000 0.000005436563657 2.718281828295588
0.000000100000000 0.000000543656366 2.718281828517632
0.000000010000000 0.000000054366366 2.718281821856294
0.000000001000000 0.000000005436564 2.718281821856294
0.000000000100000 0.000000000543656 2.718281155722480
0.000000000010000 0.000000000054366 2.718292257952725
0.000000000001000 0.000000000005437 2.718492098097158
0.000000000000100 0.000000000000544 2.717825964282383
0.000000000000010 0.000000000000054 2.708944180085382
0.000000000000001 0.000000000000006 2.886579864025407
0.000000000000000 0.000000000000000 2.220446049250313
0.000000000000000 0 0
0.000000000000000 0 0

Comparando las 3 tablas, vemos la diferencia que hay con cada una de las 3 de-
rivaciones. Con la diferencia hacia atrás existe la mitad de error de truncamiento
que aplicando diferencia hacia adelante o hacia atrás.

Claramente el valor que entrega la diferencia central se ubica en la mitad de
los valores que están entre diferencia hacia adelante y diferencia hacia atrás
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Ejemplo C.7. (a) La unidad de destello (flash) de una cámara opera por el ala-
macenamiento de carga de un capacitor y su liberación repentina al disparar
su unidad. Los datos de la tabla describen la carga Q que queda en el ca-
pacitor (medida en microcoulombios) en el tiempo t (medido en segundos).
use los datos para dibujar la gráfica de esta función y estime la pendiente
de la recta tangente en el punto donde t=0.04.

T Q
0.0 100.0
0.02 81.87
0.04 67.03
0.06 54.88
0.08 44.93
0.10 36.76

(b) Un modelo exponencial para la carga es Q = e4,6053−10,0055x. La derivada Q′(t)
representa la corriente eléctrica que fluye del capacitor haćıa el bulbo de la
lámpara del destello. Cálcula la corriente cuando t = 0,04sg. Comparar el
resultado con el obtenido en el apartado (a) y rellena la tabla para ver cuál
es el porcentaje de error de cada caso.

Resultados:
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Código en Matlab

t=[0 0.03 0.04 0.06 0.08 0.1];

q=[100 81.87 67.03 54.88 44.93 36.76];

plot(t, q);

%Posición de instante a estudiar en el vector z

num = 3;

num1 = num+1;

num2 = num-1;

%Diferencia progresiva

disp(’Diferencia Progresiva’);

difProgresiva = (q(num1)-q(num))/(t(num1)-t(num));

disp(vpa(difProgresiva));

disp(’Diferencia Regresiva’);

difRegresiva = (q(num)-q(num2)) / (t(num)-t(num2));

disp(vpa(difRegresiva));

disp(’Diferencia Central’);

difCentral = (q(num1))-q(num2) / (t(num1)-t(num2));

disp(vpa(difCentral));

%Cálculo de Q0(t)

syms x

derivada=subs(diff(exp(4.6053-10.0055*x)), t(num));

disp(’Derivada’);

disp(vpa(derivada));

%Comparación

diferencias = [difProgresiva difRegresiva difCentral]

format long

porcentaje = vpa(abs((diferencias - derivada)/derivada)*100);

disp(’||||||||||||’);

disp(’Comparacion’);

titulos = [(’Progresiva Regresiva’)];

disp(titulos);

disp(diferencias : porcentaje)
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Command Window
>>Derivada
Diferencia Progresiva
-607.5

Diferencia Regresiva
-742.0

Diferencia Central
-874.75

Derivada
-672.61293013183037673149612681251

coeficientes =

-10.0055 4.6053

—————————————
Comparación
Progresiva Regresiva Central
[ -1215/2, -742, -2699/4]
[ 9.6805944719302991349425925235178, 10.316047575025050274687401395144, 0.31772655154737556967240443581353]

>>

Ejemplo C.8. Hallar la Diferencia hacia adelante, hacia atrás y centrla ingresa-
do la función y el punto que se desea evaluar la derivada, desde la primera hasta
la cuarta derivada

f = (
√
x+ 2x− 5)ln(x+1)

a) Diferencia hacia adelante
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Código en Matlab

%Derivadas numericas - diferencias hacia adelante

%subs ->sustituye los valores de new en la variable

%por defecto de la funcion,

%luego se evalua la funcion

%vpa ->variable-precision arithmetic,

%numero de decimales que se le indique.

function y= DifHacDelOrdenN

f=input(’Ingrese la funcion f= ’)

x0 = input(’Ingrese el punto donde desea evaluar la derivada: ’)

h=0.001;

f4=subs(f,x0+4*h);

f3=subs(f,x0+3*h);

f2=subs(f,x0+2*h);

f1=subs(f,x0+h);

f0=subs(f,x0);

primeraderivada=(f1-f0)/h;

segundaderivada=(f2-2*f1+f0)/h^2;

terceraderivada=(f3-3*f2+3*f1-f0)/h^3;

cuartaderivada=(f4-4*f3+6*f2-4*f1+f0)/h^4;

disp(’Primera derivada hacia adelante’)

disp(vpa(primeraderivada))

disp(’Segunda derivada hacia adelante’)

disp(vpa(segundaderivada))

disp(’Tercera derivada hacia adelante’)

disp(vpa(terceraderivada))

disp(’Cuarta derivada hacia adelante’)

disp(vpa(cuartaderivada))
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Command Window
>> DifHacDelOrdenN
Ingrese la función f= ′(sqrt(x) + 2*x-5)ˆ(ln(x+1))′

Ingrese el punto donde desea evaluar la derivada: 2
Primera derivada hacia adelante
2.265711377470083543762682159744

Segunda derivada hacia adelante
1.41251462099839869311470875596

Tercera derivada hacia adelante
5.63272044980700410049042252

Cuarta derivada hacia adelante
-15.176588567617920350363147

b) Diferencia hacia atrás

Código en Matlab
%Derivadas numéricas - diferencias hacia atrás
%subs -¿sustituye los valores de new en la variable por defecto de la función,
%luego se evalúa la función
%vpa -¿variable-precision artihmetic, muestra todos los decimales o un
%número de decimales que se le indique, ejemplo -> (vpa(valor, decimales)).
function y = DifHaciaAtrOrdenN
f=input(′Ingrese la función f= ′);
x0=input(′Ingrese el punto donde desea evaluar la derivada: ′);
h=0.01;
f4=subs(f,x0-4*h);
f3=subs(f,x0-3*h);
f2=subs(f,x0-2*h);
f1=subs(f,x0-h);
f0=subs(f,x0);
primeraderivada=(f0-f1)/h; segundaderivada=(f0-2*f1+f2)/hˆ2;
terceraderivada=(f0-3*f1+3*f2-f3)/hˆ3;
cuartaderivada=(f0-4*f1+6*f2-4*f3+f4)/hˆ4;

disp(′Primera derivada hacia atrás′)
disp(vpa(primeraderivada);
disp(′Segunda derivada hacia atrás′)
disp(vpa(segundaderivada);
disp(′Tercera derivada hacia atrás′)
disp(vpa(terceraderivada);
disp(′Cuarta derivada hacia atrás′)
disp(vpa(cuartaderivada);
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Command Window
>> DifHacAtrOrdenN
Ingrese la función f=′(sqrt(x)+2*x-5)ˆ(ln(x+1)) ′

Ingrese el punto donde desea evaluar la derivada: 2
Primera derivada hacia atrás
2.252165522945801123615145728379

Segunda derivada hacia atrás
1.2949804092369113365073112656

Tercera derivada hacia atrás
6.13348526312051565442495172

Cuarta derivada hacia atrás
-17.485019643471229286297570

c) Diferencia Central

Código en Matlab
%Derivadas numéricas - diferencias centrales
%vpa -¿variable-precision artihmetic, muestra todos los decimales o un
%número de decimales que se le indique, ejemplo -> (vpa(valor, decima-
les)).
function y = DifCentralOrdenN
f=input(′Ingrese la función f= ′);
x0=input(′Ingrese el punto donde desea evaluar la derivada: ′);
h=0,01;
f2=subs(f,x0+2*h);
f1=subs(f,x0+h);
f0=subs(f,x0);
f 1=subs(f,x0-h);
f 2=subs(f,x0-2*h);
primeraderivada=(f1-f 1)/(2*h);
segundaderivada=(f1-2*f0+f 1)/hˆ2;
terceraderivada=(f2-2*f1+2*f 1-f 2)/(2*hˆ3;
cuartaderivada=(f2-4*f1+6*f0-4*f 1+f 2)/hˆ4;

disp(′Primera derivada central′)
disp(vpa(primeraderivada);
disp(′Segunda derivada central′)
disp(vpa(segundaderivada);
disp(′Tercera derivada central′)
disp(vpa(terceraderivada);
disp(′Cuarta derivada central′)
disp(vpa(cuartaderivada);
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Command Window
>> DifCentralOrdenN
Ingrese la función f=′(sqrt(x)+2*x-5)ˆ(ln(x+1)) ′

Ingrese el punto donde desea evaluar la derivada: 2
Primera derivada central
2.25884150635851761663523996236

Segunda derivda central
1.35472392167766721889802862

Tercera derivada central
5.87506062086288199115569

Cuarta derivada central
-16.79014371150081850263

C.4. Fórmula de Richardson

Ejemplo C.9. Vamos a utilizar la extrapolación de Richardson para mejorar la
precisión al momento de calcular la derivada de f(z) = sen(z) en z = 0,5 con un
paso h = 0,01 y una tolareancia (o error máximo) de 10−6.

Solución del ejercicio en Matlab
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Código Matlab

function richardson

global fun

format long

fun = input(’ingrese la funcion’,’s’);

x0 = input(’ingrese el valor de x0 ’);

h= input(’ingrese el valor de h ’);

tol= input(’ingrese la tolerancia ’);

err=1;

j=1;

x=x0+h;

f1 = eval(fun);

x=x0-h;

f2 = eval(fun);

D(1, 1)=(f1-f2)/(2*h);

while(err>tol)

h=h/2;

x=x0+h;

f3=eval(fun);

x=x0-h;

f4 = eval(fun);

D(j+1,1)=(f3-f4)/(2*h);

for k=1: j

D(j+1, k+1)=((4^k) * D(j+1, k)- D(j, k)) / ((4^k)-1);

end

err=abs(D(j+1,j+1) - D(j, j));

j=j+1;

end

[ n, n ] = size (D);

D

fprintf(’el valor aproximado calculado es:’)

D(n,n)

Command Window
>>richardson
Ingrese la funcion
sin(x)
ingrese el valor de x0
0.5
ingrese el valor de h
0.01 ingrese la tolerancia
10^(-6)
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D =
0.876120655431924 0 0
0.877216948194290 0.877582379115078 0
0.877491149896850 0.877582550464370 0.877582561887655

el valor aproximado calculado es: 0.877582561887655 >>

Ejemplo C.10. Use la Extrapolación de Richardson para aproximar f ′(0,5) sien-
do f(x) = 7 + 2,5x− 3,4x2 + 4x3.

Solución con Matlab: Solamente tenemos que usar la función anterior y meter
en la ventana de Comandos de Window:

Command Window
>> ExtraRichard Ingrese la funcion f= 7+2.5*x-3.4*(xˆ2)+4*(xˆ3)
Ingrese el punto donde desea evaluar= 0.5

Nota C.2. Se anima al lector a introducir códigos para la segundas derivas, o
primeras derivadas de mayor y a experimentar con diferentes valores y diferentes
funciones.

C.5. Ejercicios propuestos

Con los ejemplos (o ejercicios resueltos) de este apéndice el lector puede tener
una idea de los problemas que puede resolver y cómo. Además, como ya hemos
comentado, la literatura sobre derivación numérica es ampĺısima y además existe
gran variedad de material en Internet. Por tanto, aqúı proponemos unos pocos
ejercicios al lector a la vez que le animo a la consulta de otros textos. En las
referencias del caṕıtulo de derivación numérica podemos encontrar algunos de
estos ejercicios aśı como otros de elaboración propia.

Ejercicio C.1. Hallar los coeficientes ai para que las siguientes fórmulas de
derivación numérica sean exactas en Pk:

f ′
(

1

2

)
≈ a1f(0) + a2f

(
1

2

)
, k = 1.

f ′ (3) ≈ a1f(0) + a2f

(
1

2

)
+ a2f(2) + a3f(3), k = 3.

f ′′ (1) ≈ a1f(0) + a2f

(
1

2

)
+ a2f(1), k = 2.
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Ejercicio C.2. Hallar los coeficientes ai para que las siguientes fórmulas de
derivación numérica sean interpolatorias:

f ′
(
a+ b

2

)
≈ a1f(a) + a2f (b) ,

f ′′
(
a+ b

2

)
≈ a1f(a) + a2f (b) .

¿Qué particularidad tiene la solución de este último apartado? ¿Cuál es el error?

Ejercicio C.3. Se necesita calcular la derivada de una función f(x) = 4xsen(x2)
en x = 1 y un tamaño de paso h = 0,5. Realizar el cálculo con todas las fórmulas
de derivación vistas en el desarrollo del caṕıtulo.

Ejercicio C.4. Dada la función f(x) = 4x3 + x2 − 5x + 3, estime en el punto
x = 0,5 empleando un paso h = 0,01 y el algoritmo de Richardson (use una
tolerancia 10−9). Determine el valor real y calcule el error cometido. ¿Qué puede
decir al respecto?

Ejercicio C.5. Tomar f(x) = x3−1
4x

y aproximar f ′(3) mediante la fórmula de
derivación numérica

Df (x) ≈ f(x+ h)− f(x)

hn
,

siendo hn = 5−n. Mostrar una tabla con n = 1, 2, . . . , 12 y comparar el error
cometido con cada valor de n. ¿Qué pasa cuando n es grande?

Ejercicio C.6. Para f(t) = ln(t2) calcular aproximadamente f(−1) por medio
de una fórmula de derivación numérica de tipo interpolatorio con tres puntos
equiespaciados. Obtener el error real y comparar con el error teórico.

Ejercicio C.7. De una determinada función f(t) se conocen los siguientes datos:

t 0 5 10 15 20
f(t) −1,2 3,2 0,75 1 1,9

(a) Estimar f ′(5) y f ′′(15) con una fórmula de orden 2.

(b) ¿Puede estimar f ′(0) con una fórmula de orden 2?, ¿y f ′(10)?, ¿y f ′′(20)?
En los casos que pueda, hágalo.

227



Ejercicio C.8. Para un circuito con voltaje impreso ε(t) e inductancia L, la
primera ley de Kirchoff dice que

ε = L
∂i

∂t
+Ri,

donde R es la resistencia del circuito e i es la corriente. Se ha obtenido la
siguiente tabla:

t 1,00 1,01 1,02 1,03 1,04
i(t) 3,10 3,12 3,14 3,18 3,24

donde t se mide en segundos, i en amperios, L = 0,98 henreis y R = 0,142 ohms.
Aproximar el voltaje ε en los tiempos t = 1, t = 1,01, t = 1,02, t = 1,03 y t = 1,04
usando las fórmulas apropiadas de tres puntos.

Ejercicio C.9. Dada f(t) = tet aplicar extrapolación de Richardson para calcular
f ′(2) empezando con h = 1 y una tolerancia de 10−8. Realizar lo mismo con
g(t) = et

2
.
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